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Notations

On utilisera généralement les notations suivantes :

— u,v,w,... désigneront des endomorphismes

- x,v, 2, ... désigneront des vecteurs

- X,Y, Z,... désigneront des vecteurs (ou matrices) colonnes
- «, 3,7, ... désigneront des scalaires

— A, B,C,... désigneront des matrices (généralement carrées)
Un vecteur d’un espace vectoriel F admet de multiples décompositions, selon

la base de E considérée. Par abus, on notera parfois

T T
xr = : au lieu de Mp(z) =

T T

mais on réservera cette notation aux coordonnées sur la base canonique B.



Chapitre 1

Réduction des endomorphismes

Dans ce chapitre, K désigne le corps R des réels ou le corps C des complexes.
Sauf mention particuliére, F désigne un K-ev de dimension finie égale a n.

1.1 L’analyse en composantes principales

Au sein de I’Analyse de Données, les méthodes factorielles visent a four-
nir des représentations synthétiques (généralement sous forme graphique)
lorsque 'on dispose de vastes tableaux de données numériques. Différentes
techniques peuvent étre utilisées, selon la nature des données disponibles (va-
riables qualitatives ou quantitatives). Nous nous intéresserons ici au cas de
variables quantitatives.

On suppose qu'un ensemble de p variables quantitatives y!, ..., y? a été ob-
servé sur un échantillon de taille n. Les données recueillies sont synthéti-
sées sous la forme d’une matrice A = (Y ... ,Y?), ou le vecteur colonne
Vi = (y},...,yk ..., y,)" donne les valeurs relevées pour la variable y* sur
I’ensemble des individus de ’échantillon. On peut par exemple penser aux
données relevées lors d’'une enquéte auprés des ménages par 'Insee (Enquéte
Logement, Enquéte Budget Des Familles, Enquéte Emploi, ...), ou lors d’une
enquéte quelconque.

On peut, au moins théoriquement, obtenir une représentation graphique de
ces données. Si on se place dans I'espace des individus R", chaque colonne
Y peut étre représentée sous forme d’un point appelé point variable, dont
chacune des composantes correspond a la valeur prise par la variable ' sur
un des individus de I’échantillon. Si la taille n d’échantillon est importante,
cette représentation est difficilement visualisable, et fournit peu d’informa-



tion sur les données et les liens entre les variables. On peut donc chercher
une représentation simplifiée des données, visant a conserver un maxi-
mum d’information tout en rendant les données visualisables. On va pour
cela définir des variables synthétiques appelées les composantes prin-
cipales, et projeter les données sur le sous-espace engendré par ces variables
synthétiques.

L’information contenue dans les données est synthétisée par l'inertie calcu-
lée, dans l'espace des individus, comme la somme des distances (au carré)
entre les points variable. Chercher la premiére composante principale consiste
a rechercher la droite sur laquelle, aprés projection des données, l'inertie
conservée reste maximale. La recherche du reste des composantes principales
se fait de maniére analogue, en complétant les m composantes déja déter-
minées par une nouvelle droite permettant de maximiser l'inertie conservée,
parmi tous les sous-espaces de projection de dimension m + 1 possibles. On
peut montrer que ces composantes principales s’obtiennent en calculant les
valeurs propres de la matrice A A" (rangées par ordre décroissant), et en
prenant les vecteurs propres associés.

1.2 Valeurs propres et sous-espaces propres

1.2.1 Cas d’un endomorphisme

Soit u € Lx(F). On dit que A € K est une valeur propre de u si et seulement
si il existe un vecteur x de E, non nul, tel que :

u(z) =z

Un vecteur x vérifiant la propriété précédente est dit vecteur propre de u
associé a la valeur propre \.

Comme ’énonce la proposition suivante, il existe de multiples facons de ca-
ractériser une valeur propre.

Propriété 1.1

Soit A € K et u € Lx(FE). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. X est une valeur propre de u
2. Ker(u— X Id) # {0g}



3. u— X Id n’est pas bijective

4. det(u — X Id) =0 (critére qui nous sera particuliérement utile dans la
suite)

Exemple 1.1

Soit E = R3, B = (e1,es,e3) sa base canonique et u € Lx(E) l’endomor-
phisme de E défini par :

u(er) = e1 + 3eg + 2e3
u(ey) = —eq + eg + 4es
u(es) = 3e; — ea — 3es

Alors 3 est valeur propre de u. En effet :
u(el + é2 + 63) = 3(61 + é2 + 63)

On a montré du méme coup que e; + ey + e3 = (1,1,1)" est vecteur propre
associé a 3.

Si A est une valeur propre de u, Ker(u — A Id) est donc un sev de E non
vide ; on ’appelle sous-espace propre de u associé a la valeur propre A. S’il
n’y pas de confusion possible avec un autre endomorphisme, on le notera E.
L’ensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de wu.

Exemple 1.2

Soit E un K-ev quelconque.
On note Id Uapplication identité de E dans lui-méme, et 0 l’application nulle
sur E.

Ve € E Id(x) = = l.x, donc 1 est valeur propre associée a [application
tdentité et le sous-espace propre associé est E tout entier.

Ve € E 0(x) = 0 = 0.z, donc 0 est valeur propre associée a l’application
identité et le sous-espace propre associé est E tout entier.

De facon plus générale, supposons que u est une homothétie de E, c’est a dire
une application de E dans lui-méme telle que 3N € K Vx € E u(x) = X .
En particulier, u est un endomorphisme de E, X\ est sa seule valeur propre
est l’espace propre associé est E tout entier.



Propriété 1.2
Les sous-espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe.

Démonstration 1

Soient Ay et Ay deux valeurs propres distinctes de u, et Ey, et Ey, les deux
SOUS-ESPACES PTOPTES ASSOCILES.

St x € E\, NE),, alors :
u(z) = Mz et u(x) = Aoz
= 0=u(z) —u(z) = (A — A2z
=x=0

E\, et E), sont donc en somme directe.

1.2.2 Cas d’une matrice

Comme pour un endomorphisme, on peut définir la notion de valeur propre
d’une matrice. Si A € M, (K), on dit que A € K est une valeur propre de
A si et seulement si il existe un vecteur colonne X € K", non nul, tel que :

AX =1 X

Un vecteur colonne X vérifiant la propriété précédente est dit vecteur propre
de A associé a la valeur propre \.
On appelle encore spectre de A ’ensemble des valeurs propres d’une matrice

A.
Il existe un lien entre valeur propre d’un endomorphisme et valeur propre
d’une matrice :

Propriété 1.3 Soit u € Lx(E) et B une base quelconque de E. Alors \ est
valeur propre de u si et seulement si X est valeur propre de Mg(u).

Démonstration 2 Si )\ est valeur propre de wu, alors il existe un vecteur x
de E, non nul, tel que : u(x) = \ x. Matriciellement, on a alors

Mpg(u(x)) = Mg\ z)
= AX = A X

Réciproquement, si X est un vecteur colonne non nul tel que A X = \ X,
alors en prenant x le vecteur de E tel que Mg(x) = X, on a u(x) = X z.
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Les éléments propres (valeurs propres et vecteurs propres) d'un endomor-
phisme u € Lk (F) sont indépendants de la base B de F choisie. En revanche,
les coordonnées d’un vecteur propre dépendent de la base utilisée.

Exemple 1.3

Soit E = R?, B = (ey1,es) la base canonique de E et u ’endomorphisme de

. . u(er) = e
E défini par : { w(es) = ex+2 €5

1 et 2 sont les valeurs propres de u, et e; et ey + ey sont des vecteurs propres
qui leur sont respectivement associés (on verra plus loin une méthode effective
de recherche des éléments propres d’un endomorphisme). On a donc :

Ey =Vect(ey) et By = Vect(er + e3)

Cela implique que, matriciellement, les vecteurs colonne Mp(eq) = (1,0)" et
Mp(er + ez) = (1,1) sont des vecteurs propres de la matrice

A:MB(U):((l) ;)

associés respectivement aux valeurs propres 1 et 2.

Si on se place maintenant dans la base C = (2 e; + e, €1 +4 €3), les vecteurs
colonne Mc(ey) = (4/7,—1/7)" et Mc(ex+e3) = (3/7,1/7)" sont des vecteurs

propres de la matrice
1 /10 12

associés respectivement aux valeurs propres 1 et 2.

Remarque importante : si on travaille sur une matrice a coefficients réels,
il est trés souvent utile de se plonger dans C pour déterminer ses valeurs
propres, notamment parce qu’il n’est pas toujours possible d’en trouver des
réelles.

Exemple 1.4



. 1 1 .
Soit A = 9 1 ) Cette matrice n’admet aucune valeur propre réelle.
Si c’était le cas, on pourrait trouver un réel \ tel que A — X\ Iy soit non

wnversible, et on aurait donc :

S1-N-1-N+2=X+1=0

ce qui est bien sir impossible. Donc ici Spgr(u) = &.

En revanche, i et —i sont solutions de [’équation précédente, donc en tant
que matrice complexe, A admet 1 et —i comme valeurs propres. On a donc

Spe(u) = {—i,i}.

Une recherche directe (via la résolution d’un systéme de 2 équations a 2
1
-1+
de A associé a la valeur propre i. On peut mettre en oeuvre une recherche

directe pour un vecteur propre associé 4 —i, ou remarquer que comme A est
1

—1—3
propre associé & la valeur propre i = —i (voir la propriété suivante).

inconnues) nous donne que le vecteur x = ) est vecteur propre

une matrice réelle, le conjugué & = ( ) du vecteur x est un vecteur

Propriété 1.4 Soit A € M,(R). Alors A € Sp(A) = X € Sp(A). D’autre
part, si x est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors T est
un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Démonstration 3 Soit A valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
Alors :

AX = 2 X
= AX = )X
= AX = \X
= AX = 2 X

1.3 Recherche des valeurs propres

1.3.1 Utilisation des polynomes
Polynémes d’endomorphismes

Soit u € Lg(F). Si k est un entier positif, on note u* I'endomorphisme
composé avec lui-méme k fois. Par convention, on note u° = I'd. On a donc :



u=u
u? =uowu
On peut dés lors définir un polynéme d’endomorphisme : soient ay, ..., a, €

KPt et P(X) = ap + a1 X + ... 4+ a,X? un polynoéme de K[X]. Alors par
substitution :

P(u) = apld + aju + ... + a,u”
Comme Lg(E) est un K espace vectoriel, P(u) € Lg(F). De fagon plus
générale Ku] = {P(u); P € K[X]} est un sous espace vectoriel de Lk(E).
On a de plus la propriété suivante :
Propriété 1.5
V(P,Q) € K[X]* P(u) 0 Q(u) = Q(u) o P(u) = (PQ)(u) = (QP)(u)

Démonstration 4

Soient P = Y70 a; X" et Q = >1_, ;X7 deux polynomes de K[X]. Soit u
un endomorphisme de E. Alors :

= (PQ)(u) = (QP)(u)
Par un raisonnement analogue, Q(u) o P(u) = (PQ)(u) = (QP)(u).

Exemple 1.5 Soit u € Lr(R?) défini par :

{u(el) = e —ey

ules) = e +2ey
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ot B = (e1,ey) désigne la base canonique de R?. Soit P(X) = 2X — 1 et
Q(X) = 3X% + X + 1. Les endomorphismes Q(u) et (PQ)(u) sont notés
respectivement v et w. On a :

v(er) = 2u— Id)(e1) = 2u(e;) —e; = e; — 2ey

v(eg) = (2u — Id)(eg) = 2u(ez) — e2 = 2e1 + 3eq

ce qui détermine entierement [’endomorphisme v, vu que B = (e1,e2) est une
base de R%. On en déduit que :

w(ey) = (PQ)(u))(e1) = ((QP)(u))(er)
= Q(u)(P(u)(e1))
= Q(u)(er — 2e2)
= 3u®(e; — 2e3) + u(e; — 2eq) + (e — 2e9)
= 3u(—e; — Heq) + (—e1 — bea) + (e — 2es)
= —3(61 - 62) - 15(61 + 2 62) + (—61 — 562) + (61 - 262)
= —18e; — 34ey

w(ex) = (PQ)(u))(e2) = ((QP)
= Q(u)(P(u)(e2))
= Q(u)(2e; + 3es)
= 3u®(2e; + 3ea) + u(2e; + 3es) + (2e1 + 3ez)
= 3u(bey + 4ey) + (bey + 4des) + (2e1 + 3es)
= 15(e; —e2) + 12(e1 + 2 e2) + (bey + 4ea) + (2e1 + 3eg)
= 3461 -+ 1662

(u))(e2)

Polynomes de matrices

Soit A € M, (K). On peut de fagon analogue & ce qui précéde définir A* pour
k entier positif comme le produit de A avec lui-méme k fois :

A =T
Al = A
A2 =Ax A

Si P(X) = ap + ey X + ... + a,X? un polynome de K[X], on définit par
linéarité :

P(A) =apl + a1 A+ ...+ a,AP

11



qui est une matrice de M, (K). De fagon plus générale K[A] = {P(A); P €
K[X]} est un sous espace vectoriel de M, (K). La démonstration du résultat
suivant est analogue a celle du résultat similaire obtenu pour les polynémes
d’endomorphismes.

Propriété 1.6
V(P,Q) € K[X]* P(A) x Q(A) = Q(A) x P(A) = (PQ)(A) = (QP)(A)

1.3.2 Les polyndémes annulateurs

Définition 1.1 Soit A € M, (K) et P un polynome de K[X]. On dit que P
est un polynome annulateur de A si et seulement si P(A) = 0.

On définit de la méme facon la notion de polynéme annulateur d’un endo-
morphisme. La propriété suivante va nous permettre de limiter le champ des
recherches pour les valeurs propres d’une matrice.

Propriété 1.7 Soit A € M, (K), et X\ une valeur propre de A. Alors :

~ Vk € N \F est valeur propre de A*
- VP € K[X] P(X) est valeur propre de P(A)

Soit P un polynome annulateur de A. D’aprés ce qui précéde, P()) est une
valeur propre de P(A) = 0. Comme la seule valeur propre de la matrice nulle
est 0, on en déduit que P(\) = 0. D’ou le résultat suivant :

Propriété 1.8
Soit A € M, (K). Si P est un polynome annulateur de A, alors les valeurs
propres de A sont a chercher parmi les racines de P dans K.

Nous allons établir encore quelques résultats sur les polyndémes annulateurs
qui nous serviront dans la suite.

Propriété 1.9

Toute matrice A € M,(K) admet un polynéme annulateur non nul.
Démonstration 5

On raisonne par l'absurde : si A n’admet pas de polynome annulateur, alors
en particulier F = (I, A, ... ,A”Q) est une famille libre @ n? + 1 éléments.

Or c’est une famille d’éléments de M, (K), K-ev de dimension n®. On a donc
contradiction.

12



Toute matrice A admettant un polynéme annulateur, on peut définir I’en-
semble Z(A) = {P € K[X] ; P(A) = 0}, forcément non vide. C’est un
idéal de K[X], c’est a dire un sous-ensemble de K[X] vérifiant les propriétés
suivantes :
V(P,Q)€Z(A)?* P+QeI(A)
VP e Z(A) VQ € K[X] PQ € Z(A)

Comme on peut montrer que Z(A) est également un sev de K[X], on peut
résumer ces propriétés ainsi :

— Toute combinaison linéaire de polynémes annulateurs de A est un poly-
néme annulateur de A

— Le produit d’'un polyndéme annulateur de A et d’un polynéome quelconque
est un polynome annulateur de A

Définition-Propriété 1.2

1l existe un unique polyndome Q) unitaire, de degré minimal, appartenant @

Z(A). 1l vérifie :
VP eZI(A) @ divise P (on note Q/P)
Q est appelé polynéme minimal de A.

Démonstration 6 : (difficile)

Soit D = {deg(P); P € Z(A)}. D est une famille non vide d’éléments de N,
donc elle admet un plus petit élément p. Soit Q polynome de Z(A) de degré
p; quitte a le diviser par son coefficient dominant, on le choisit unitaire. De
par son choiz, ) est bien de degré minimal.

Si QQ n’est pas unique, il existe Q)1 unitaire et de méme degré que Q) appar-
tenant a Z(A). Alors, (Q — Q1) € Z(A) et est de degré < deg(Q), ce qui est
absurde. () est donc unique.

Enfin, soit P € I(A). On effectue la division euclidienne de P par @ ; il
ezxiste deux polynomes R et S tels que :

P = RQ+ S avec deg(S) < deg(Q)

SiS#0,5=P—RQ € Z(A) alors que deg(S) < deg(Q), ce qui est absurde.
On en déduit que S = 0, et que @) divise P.

13



1.3.3 Le polyndéme caractéristique

On a donné précedemment une caractérisation pour les valeurs propres d’une
matrice A : A € K est une valeur propre de A < det(A — A I,,) = 0. Notons
Xa(X) = det(A— X1I,). En appliquant la définition d’un déterminant :

XA(X) = Z (A - X[n)lcr(l) s (A - XIn)no’(n)

oEY

Il s’agit donc d’'un polynéme : on l'appelle le polynéme caractéristique
de A. Il est de degré n car dans la somme précédente le terme obtenu pour
o = Id est de degré n, et les autres termes de la somme sont de degré stric-
tement inférieur a n.

A est donc une valeur propre de A si et seulement si A est racine du polynoéme
caractéristique de A. On peut alors se demander si x 4(X) est un polynéme
annulateur de A : ¢’est le théoréme suivant, dit de Cayley-Hamilton, et dont
nous admettrons la démonstration.

Théoréme 1.10
Soit A € M,,(K). Alors xa(X) est un polynéme annulateur de A.

Le polynéme caractéristique est invariant par similitude. En effet, si P €
GL,(K) :

Xp-iap(X) = det(P AP — A I,) = det(P~Y (A — X 1,) P)

= det(P~Ydet(A — \ I,)det(P) = det(A — X\ I,,) = xa(X)

On peut donc également parler du polynéme caractéristique d’un endomor-
phisme : il s’agira du polynome caractéristique de la matrice de u dans une
base quelconque.

Exemple 1.6
Reprenons Uexemple du paragraphe 1.1.3. Soit u l’endomorphisme de R? dé-

fini par :

{ uler) = e

u(eQ) =e; + 2 ()]

dans la base canonique B = (e1, e3). Dans cette base :

AZMB(U):((l) ;)

14



et
Xa(X)=(1-X)2-X)=X>—-3X +2

Soit maintenant une autre base C = (2 e1 + e, e1 + 4 e3). Dans cette base :

1/ 10 12
B:MC(“):?<1 11)

21 098
=X2_ X4+

7 +49
=X?2_3X+2

Le polynéme caractéristique nous permet d’énoncer une autre propriété qui
simplifie parfois grandement la recherche des valeurs propres.

Propriété 1.11
Soit A € M,(K). Si A est triangulaire (donc en particulier si elle est dia-
gonale), alors les coefficients diagonauz sont les valeurs propres de A dans

K.

Démonstration 7
Si A est triangulaire, la matrice A — X1, l'est aussi. On sait que son déter-
minant peut alors s’écrire de la facon suivante :

Xa(X) =det(A—XIL)=M—-X)...(\, — X)
en notant Ay, ..., \, les coefficients diagonaux de A (non nécessairement dis-

tincts).

1.4 Diagonalisabilité

1.4.1 Rappel : matrices semblables

Soient A et B deux matrices de M, (K). On dit que A et B sont semblables
si et seulement si 3P € GL,(K) telle que B = P~'AP.

Nous allons montrer qu’en fait, deux matrices A et B sont semblables si et
seulement si elles représentent le méme endomorphisme de F dans deux bases
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différentes.

Condition suffisante : soient B et C deux bases de E et u un endomor-
phisme de F tels que :

A= Mlg(u) et B = MC(U)
Alors en utilisant les formules de changement de base :
Me(u) = PepMp(u)Pge < B = P7'AP avec P = Py

Condition nécessaire : on suppose qu’il existe P € GL,(K) telle que B =
P~1'AP. On note A et P sous forme de vecteurs colonnes :
A:(Al,...7An> et P = (P17~~-;Pn)

Soit B une base de E. On note C = (fi,..., f,) la famille de vecteurs telle
que le vecteur f; admet P; pour vecteur de coordonnées dans B. Comme P
est inversible, on définit ainsi une autre base de E, et on a : P = Pge.

On définit maintenant u, endomorphisme de F, de la facon suivante : I'image
par u du iéme vecteur e; de B admet A; pour vecteur de coordonnées dans
B. De fagon évidente, on définit bien ainsi un endomorphisme et A = Mzp(u).

En résumé, on a donc prouvé que :
B = P7'AP = Py Mp(u)Psc = PepMp(u)Pse = Mc(u)

c’est & dire que B est la matrice de u dans la base C, et A est la matrice de
u dans la base B.

Exemple 1.7

Soient A = ( ? _23 ) et B = ( _12 ?) ) Alors A et B sont semblables.

En effet, elles représentent le méme endomorphisme de R? : dans la base
canonique B = (e, e9) de R? pour A, dans la base C = (ey + ea, €1 — €3) pour

B.

1.4.2 Définition de la diagonalisabilité

Soit A € M, (K). A est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable
a une matrice diagonale, autrement dit si il existe
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PeGL,(K)etD=| "~ " |ouA,... \eK"

tels que A = P~1DP.

Attention au corps utilisé : une matrice réelle peut trés bien étre non diago-
nalisable vue comme une matrice réelle, mais diagonalisable vue comme une
matrice complexe. En particulier, si toutes les valeurs propres d’une matrice
réelle ne sont pas réelles, cette matrice ne peut étre diagonalisable dans R.

Exemple 1.8

Reprenons l'exemple du paragraphe 1.1.3. On prend

=54

Cette matrice n’admet pas de valeurs propres réelles, donc AP € Gl,,(R) telle
que P~YAP soit diagonale.

En revanche, i et —i sont valeurs propres et on a montré précedemment que

1 1 _
fi= ( i1 ) et f = ( i1 ) sont des vecteurs propres qui leur sont

respectivement associés.
Soit u € Lc(C?), défini par :

u(ey) = e — 2eq
u(es) = e;—es

ot B = (e, e3) désigne la base canonique de C?. Soit C la base constituée de
f1 et de fo. D’apres ce qui précede, on a :

u(fi) =ifi et u(fa) = (—i)f

On a donc



1 1
P:PBC:(z—l —2'—1)

est la matrice de passage de B a C, donc :

Me(u) = Peg Mg(u) Pac
- ( 00 ) — P'AP
0 —2

ce qui prouve que A est diagonalisable, et donne sa matrice diagonalisée et
la matrice de changement de base.

Soit u € Lk(F). L’endomorphisme u est dit diagonalisable si et seule-
ment si il existe une base B de E dans laquelle Mz(u) est une ma-
trice diagonale. On peut également caractériser la diagonalisabilité d’un
endomorphisme de la fagon suivante :

Propriété 1.12
Soit u € Lx(E). u est diagonalisable si et seulement si E admet une base
formée de vecteurs propres de u.

Démonstration 8

Soit B une base de E dans laquelle on a :

A O 0
.

Mp(u) = -
0 0 M\,

(les \; ne sont pas nécessairement distincts). Alors Vi u(e;) = N\e; donc B
est formée de vecteurs propres de u.

Réciproquement, si B est une base de wvecteurs propres de u, alors Ve; €
B 3X € K u(e;) = X e;, et Mg(u) est diagonale.

Soit u un endomorphisme et Sp(u) = {A1,...,A,}. On a vu précedemment
que les sous-espaces propres de u sont en somme directe, donc que :

Ey®...® B,
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Si u est diagonalisable, ' admet une base B de vecteurs propres de E. Mais
comme B est en particulier une famille libre de vecteurs de Ey, @ ... ® E),
on a :

dim(Ey\, @ ... ® E,,) > Card(B) =n
On en déduit la propriété suivante :

Propriété 1.13 u est diagonalisable < E est somme directe des sous-espaces
propres de u.

Propriété 1.14
Soit uw € Lx(E). St u admet n valeurs propres distinctes, alors elle est dia-
gonalisable.

Démonstration 9

On note A\1,..., A\, les n racines distinctes de u. Les sous-espaces propres
Ey,, ..., E\, sont en somme directe. F' = Ey, ®...® E), est donc un sous-
espace vectoriel de E de dimension

dim(F) = idim(E,\i) >n = dim(E)

On en déduit que F = E : u est donc diagonalisable.

On en déduit également que si une matrice A € M, (K) admet n valeurs
propres distinctes, elle est diagonalisable.

1.4.3 Le théoréme des noyaux et ses conséquences

Le théoréme des noyaux permet d’énoncer plusieurs critéres pratiques de
diagonalisation. Bien que sa portée soit plus vaste, nous retiendrons surtout
un de ses corollaires, le théoréme de Shreier.

Définition 1.3 Soient P et ) deuz polynoémes de K[ X|. On dit que P et Q)
sont premiers entre eux si et seulement si il n’existe pas de polynome R non
constant (i.e. de degré > 1 tel que R divise P et R divise Q).

Autrement dit, deux polynomes P et () sont premiers entre euz si et seulement
st ils n’admettent pas de diviseur commun non constant.

Théoréme 1.15

Soit u € Lx(E), Q,...,Q, des polynomes de K[X] deuzr a deux premiers
entre eux. Notons v = Q1(u)o...o0Qy(u). Alors :

Ker(v) = Ker(Qi(u) ... Qp(u)) = & Ker(Qi(u))
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Démonstration 10 : (difficile)
Nous allons montrer ce résultat par récurrence :

p=1 : Pas de probleme

Soient ()1 et Qo premiers entre euzx. Par le théoréme de Bezout, il existe deux
polynomes A et B dans K[X] tels que :

1= AQ: + BQ:

On a donc :
Id = A(u) o Q1(u) + B(u) o Qa(u)

Soit v € KerQq(u) N KerQq(u). A laide de ce qui précéde :
x = A(u)(Q1(u))(x) + B(u)(Q2(u))(x) =0
On en déduit que KerQy(u) ® KerQs(u).

De fagon évidente, KerQi(u) C Ker(Q1(u)oQs(u)) et KerQa(u) C Ker(Q(u)o
Q2(u)), d’ot :

KerQq(u) ® KerQq(u) C Ker(Q1(u) o Qa(u))

Soit x € Ker(Q(u) o Qa(u)). Alors en utilisant la formule donnée par Be-
zout :

z = Au)(Q(u))(x) + B(u)(Q2(u))(z) =y + 2

avec .

Q2(u)(y) = A(u)(Q1(u) o Qa2(u))(x)
Q1(u)(2) = B(u)(Q1(u) o Q2(u))(z)
Donc, x € KerQ(u) ® Ker@Qa(u).

0
0

En recollant tous les morceaux, on en tire que :

KerQq(u) @ KerQs(u) = Ker(Q1(u) o Q2(u))

p = p+1:
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On suppose la propriété vérifiée pour tout entier < p. Alors, sotent Q1, ..., Qp+1
des polyndomes premiers entre euz. On note Ry = Q1...Q, et Ry = Qpt1.
Ces deux polynomes sont premiers entre eux, donc en appliquant [’hypothese
de récurrence a Ry et Ry :

Ker(Qi(u)o...0Qpu1(u)) = Ker(Ri(u)) @ Ker(Ry(u))
et en appliquant l’hypothese de récurrence a Q1, ..., Q) :
Ker(Qi(u)o...0Qu(u) = @' Ker(Qs(u))

Exemple 1.9

Soit u un endomorphisme quelconque, et P un polynéme annulateur de u, de
la forme P = @y ...Q, produit de p polyndémes premiers entre eux. Alors :

Ker(P(u)) = E =& Ker(Qi(u))

Autrement dit, on a décomposé E en une somme directe de sous-espaces.

Exemple 1.10

Soit u € L(R3) de matrice dans la base canonique :

010
A=101 1
0 00
En développant par rapport a la premiére colonne, on a xa(X) = —X((1 —

X)(—X))=—-X3+ X% P(X) = X*(X — 1) est un polynéme annulateur de
A donc de u. Par le théoréme des noyauz :

E = Ker(u®) @ Ker(u — Id)

Théoréme 1.16 Théoréme de Shreier
Soit uw € Lx(F). Alors u est diagonalisable si et seulement si u annule un
polynéme scindé a racines simples dans K (i.e. P qui s’écrive sous la forme

(X — A1) ... (X =) avec Ay, ..., \, distincts et éléments de K).

Démonstration 11

Condition suffisante :
Soit P(X) = (X —A1)... (X —\,) un polynome scindé de K[X]. On suppose
que u annule P. Alors :

0= (u—MNId)o...o(u—\Id)
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Par le théoréme des noyaux :
E=Ker(u—MId)®...® Ker(u— \,I1d)

E est somme de sous-espaces propres de u, donc u est diagonalisable.

Condition nécessaire :

Soit B = (ey,...,e,) une base de E dans laquelle u est diagonale. Quitte a
changer lordre des vecteurs de la base, on la suppose de plus de la forme :
D TR O (.
0 - ) )
) A
Mp(u) =
Ap
: oo 0
0 ... ... .. 00N

avec les Ay, ..., A, deuzr a deuz distincts. On pose P(X) = (X —\)... (X —
An)-

Soit e; un vecteur quelconque de B. D’apres la forme de Mg(u), 3j tel que
u(e;) = A; €;. On a donc :

P(u)(e;) = ((u—MId)o...o(u— NId))(e;)
=((u—MId)o...o(u—A_1Id)o(u—Nt1Id) o (u—N1d))(u— A;Id)(e;)
=(u—XMId)o...o(u—X_1Id)o(u— Ajy11d) o (u— A,Id))(0) =0
Donc Vi =1...n P(u)(e;) = 0 et par linéarité Vx € E P(u)(z) = 0. On en

déduit que P est bien un polyndme annulateur de u.

Comme précedemment, on étend facilement ce résultat au cas matriciel : une
matrice A € M, (K) est diagonalisable sur K si et seulement si elle annule un
polynome scindé a racines simples sur K.

1.4.4 Applications

Au final, & quoi peut servir la réduction d’endomorphismes et de matrices ?
Par exemple a simplifier des calculs qui effectués "brutalement" seraient trés
lourds.
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Calcul de puissance

Soient A et B deux matrices de M, (K) semblables. Il existe donc P € G L, (K)
telle que : B = P~YAP. Alors, pour tout entier k strictement positif :

B* = ptA'P
Le cas k = 1 est évident. Pour k =2 :
B®> =P 'APP'AP = P7'A’P
On conclut par récurrence.

Or, la puissance d’une matrice diagonale se calcule trés simplement puisqu’il
suffit d’élever les termes diagonaux a la puissance en question :

A 0 ...00 )\’f 0o ... 0
SiD = _ alors V& entier > 2 D" = '

: 00 : .00

0O ... 0 X\, 0O ... 0 )\’:L

Si une matrice est diagonalisable, il est donc facile de calculer une puissance
quelconque de cette matrice : en élevant a la puissance en question la matrice
diagonale correspondante, puis en effectuant le changement de base.

Calcul d’inverse

De la méme fagon, il est trés simple d’inverser une matrice diagonale ; il suffit
d’inverser un a un ses termes diagonaux (en supposant bien str qu'ils soient
tous non nuls).

M0 0 0 .0
Si D= 0 o alors D™ = 0

S 0 U |

0 ... 0 A\, 0 ... 0 &

Si une matrice est diagonalisable, on peut obtenir son inverse de la fagon
suivante : on inverse la matrice diagonale correspondante, puis on effectue le
changement de base.
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Etude détaillée d’un exemple

Soit la matrice

A:

O N =

1
1
1

W = DN

On commence par déterminer ses valeurs propres en calculant son polynéme
caractéristique. On trouve :

Xa(X) = —(X? = 5X244X) = X (X - 1)(X —4)

Ce polynéome admet trois racines réelles distinctes : Sp(A)={0,1,4}. A est
donc diagonalisable dans R. 0 est valeur propre, donc A n’est pas inversible.
Cherchons une base de vecteurs propres.

x
On note X = | y | un vecteur. Alors :
z
AX =0
r4+y+22=0
& 20+y+2=0
y+3z2=0
r—z2=0
y+3z2=0
1
& XeVeet | -3
1
1
Donc Eg =Vect | —3
1
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AX =X

r+y+2z==x
& 2e+y+z=y
Yy+3z2=2z2
y=—2z
< {2$:—z
1
& X eVect 4
—2
1
Donc E; = Vect 4
—2
AX =4X

r+y+2z=4x
& 2x+y+z2=4y

Y+ 3z =14z
{ —Tr+72=0
54
r—y=0
1
& XeVeet| 1
1
1
Donc £y =Vect | 1
1
On utilise alors la base de vecteurs propres
1 1 1
P=1 -3 4 1
1 =21

On peut inverser cette matrice par opérations élémentaires sur les lignes :
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11 1 100
P=1 -3 4 1 010
1 =21 001
L2<—L2+3L1
LgHLg—Ll
1 1 1 1 0
7T 4 1
0 -3 0 -1 0 1
L2<—>L3
1 1 1 1 00
0 -3 0 -1 0 1
0 7 4 3 10
L2<——1/3L2
L3<—L3—7L2
111 10 0
1 1/3 0 —1/3
00 4 2/3 1 7/3
L3<—1/4L3

L1<—L1—L2—L3

100 1/2 —1/4 —1/4
010 prl=[13 0 -1/3
00 1 1/6 1/4 7/12

En effectuant le changement de base, on a :

P'AP =D =

o O O
S = O
- O O
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On en déduit les puissances de A :

44+ 24P 3.4 —4 4 74P
AP = PDPP ' = — | 16424 347 —16+ 7.47
—84+2.4P 3.4P 84 7.4P

1.4.5 Et si la matrice n’est pas diagonalisable ?

Plongée dans le corps des complexes

Si A est une matrice réelle, elle peut étre non diagonalisable dans R mais
diagonalisable dans C. Par exemple, imaginons que nous voulions réduire la
matrice

-3 4 1
A= -2 3 0
-2 21
Son polynoéme caractéristique est égal a

XX X —1=(X-1)(X?+1)

Les racines de ce polynéme sont 1, ¢ et —i. A admet trois valeurs propres dis-
tinctes, mais comme elles ne sont pas toutes réelles A n’est pas diagonalisable
dans R. Elle I’est en revanche en tant que matrice complexe. Autrement dit
il existe une matrice P € Gl,,(C) telle que :

10 0
P'AP=| 0 i 0
00 —i

Trigonalisation

Il n’est pas toujours siir qu’une matrice, méme vue comme a coefficients
complexes, soit diagonalisable. En revanche, on a le résultat (admis) suivant :

Théoréme 1.17

Soit A € M, (C). Alors A est trigonalisable dans C, c’est a dire qu’il existe
une matrice P € GL,(C) telle que P"*AP soit triangulaire.

Il n’est pas aussi facile d’inverser ou de calculer une puissance de matrice
triangulaire que pour une matrice diagonale. Une forme triangulaire peut
cependant étre utile, notamment pour la résolution de systémes d’équations
(méthode du pivot de Gauss).
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Utilisation des polyndémes annulateurs pour le calcul de puissance

Soit A une matrice quelconque de M, (K) et P un polynéme annulateur de
A (par exemple, le polyndéme caractéristique). Supposons que 'on veuille
calculer les puissances de A & un ordre quelconque k. Alors par division
euclidienne, il existe deux polynoémes Q. et Ry dans K[X] tels que :

X* = P(X)Qr(X) + Ri(X) avec d’(Ry) < d'(P)
On en déduit que :
A" = P(A)Qk(A) + Re(A) = Ri(A)

c’est a dire que que toute puissance de A peut se calculer comme une simple
combinaison linéaire de puissance de A inférieures a n. Ce résultat est sur-
tout utile si on connait un polynéme annulateur de faible degré (et donc en
particulier si on travaille sur des matrices de petite taille).

Exemple 1.11
Soit

1
A= 1
1

O N =
W = N

On wva retrouver la forme générale d’une puissance de A. On a vu que le
polynome caractéristique était :

xa(X) = =X(X - 1)(X —4)

A n’admet pas de polynome annulateur de plus petit degré (pourquoi?); on
va donc travailler avec le polynome P(X) = X(X — 1)(X —4).

En effectuant la division euclidienne de X* par X (X —1)(X —4) :
XF = X(X-1)(X—4)?Qn(X)+Rp(X) avecd(Ry,) < d(X(X—1)(X—4)) =3

Ri(X) est de degré au plus égal a 2, et il dépend de k; on le note sous la
forme :
Rk(X) =a + ka + CkX2

Pour calculer ces deux coefficients, on revient a la formule :

XF = X(X = 1)(X —4)2?Qu(X) + ap + bp X + ¢, X?
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On applique cette formule en les valeurs propres de A (i.e. en les racines du
polynome X (X — 1)(X —4)), ce qui permet d’obtenir les trois équations :

0 = Qg
1 = ap + bk + C
4k = ar -+ 4bk + 16Ck

Apres résolution, on obtient :

1 4
ap=0 by=-(4"1-1) a=-(1-4"7)
3 3
On en déduit la forme générale de A* :
A 4 k—2Y\ A2
AP =—-4"7 =1 A+-(1-4"7) A
3 3
4424k 34k 44 7.4F
= A"=KD'K'=— | 16+24F 34% —16+7.4*

—8+2.4%F 34F 84 7.4F

Exemple 1.12

Soit
2 2 -3
A= -4 0 -3
8§ 4 8
Le polynéme caractéristique de A est xa(X) = —(X — 2)3. On en déduit

d’ores et déja que A ne peut étre diagonalisable (pourquoi?).

xa(X) est un polynéme annulateur de A. Peut-on en trowver un de plus
petit degré ¢ On sait que le polyndome minimal est de coefficient dominant
égal a 1 et qu’il divise x a(X), donc on doit le chercher parmi les polynémes
{X —2,(X —2)2 (X —2)3}. Il est facile de vérifier que (X — 2)* est en fait
le polyndéme minimal.

On désire calculer les puissances de A a un ordre k quelconque. En effectuant
la division euclidienne de X* par (X — 2)? :

XF = (X —2)2Qu(X) + Rp(X) avec d*(Ry,) < d((X —2)*) =2
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Ri(X) est de degré au plus égal a 1, et il dépend de k; on le note sous la
forme :

Ri(X) = ar + bp X
Pour calculer ces deux coefficients, on revient a la formule :
XF = (X —2)2Qu(X) + a + bp X
En la dérivant :
EXETE = (X = 2)2Q1(X) + (X = 2)Q5(X)) + by
On applique ces formules pour X = 2 et on obtient :
2F = ap + 20y
k251 = by,
On en déduit que b, = k281 et aj, = 28(1 — k), et donc que :

AF = 2" kA4 2(1 — k) I3)

Utilisation des polynémes annulateurs pour le calcul d’inverse

Méme si une matrice est diagonalisable, la diagonaliser en vue de l'inverser
n’est pas toujours la solution la plus simple, surtout si on lui connait un
polynéme annulateur "pas trop compliqué". En effet, soit A € GL,(K) une
matrice inversible. On a vu précedemment qu’on pouvait toujours lui trouver
un polynoéme annulateur

P(X)=ay+u X +...+a, X"

Par exemple, son polynéme caractéristique. A étant inversible, on peut méme
le choisir tel que ag # 0 (pourquoi 7). En appliquant le théoréme de Cayley-
Hamilton :
0=aol, +a1A+...+a,A"
-1 —1 n—1
=A"=— (a1l +...+a,A")
agp

L’inverse de A se calcule donc comme une combinaison linéaire de puissances
de A inférieures a n — 1.

Exemple 1.13
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Reprenons [’exemple précédent avec

-2 =2 -3
A= -4 0 -3
8§ 4 8

Son polynome minimal est (X —2)%. 0 n’est pas racine de ce polyndme, donc
A est inversible. On a :

A2—4A+413:0
= A—4I;,+4A7 =0

= Al = 1
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Chapitre 2

Equations de récurrence linéaire

Nous allons maintenant passer a I’étude des équations de récurrence linéaire.
Elles sont notamment utilisées en Séries Temporelles, ott on cherche & expli-
quer des variables a I’aide de leur passé.

On se limitera a I’étude des équations de récurrence linéaire & coeflicients
réels.

2.1 Définition et premiéres propriétés

On dit qu’'une suite (u,)en Vvérifie une équation de récurrence linaire
d’ordre p (que l'on note ERL) s'il existe des réels a4, ...,a, et une suite

(Un)nen tels que :

VN Uptp — Q1 Ungp1 — - .. — Qply = U, (1)
et si les p premiers termes uy, . . ., u,_; sont donnés. L’équation de récurrence
linéaire
/
Uptp — W Upgp1 — - .. — AU, =0 (1)

obtenue en supprimant le second membre v,, est appelée équation de ré-
currence linéaire homogéne (ERLH) associée a 'ERL.

Par extension, on dit qu’'une suite (u,),en Vérifie une équation de récurrence
linéaire homogene si elle vérifie une relation de type (1) avec Vn v, = 0.
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Exemple :

Soit 'ERL :
Upyo — 2Upy1 + Uy =3 avec ug=0u; =1

Elle n’est pas homogéne, car ici le terme v, n’est pas égal a 0. L'’ERLH
associée est :
Un+2 — 2un+1 +u, =0

Propriété 2.1 L’ensemble Sy des solutions d’une FERLH d’ordre p est un
sous-espace vectoriel de dimension p de S(R) (ensemble des suites réelles).

Démonstration 12 On utilise la forme générale (1°) de VERLH donnée
précédemment. L’ensemble Sy des solutions de (1°) est un sous-ensemble de
S(R), non vide car la suite nulle lui appartient. On montre facilement que
toute combinaison linéaire d’éléments de Sy est encore un élément de Sy :
c’est donc bien un sev de S(R).

Considérons maintenant l’application

S() — RRP

(un)nGN — (’LL(), s 7up—1)

o :

On montre facilement que ¢ est une application linéaire de S(R) dans RP.
Elle est injective (car si ug = uy = ... = u,—1 = 0 la relation de récurrence
implique que u,, = 0 ¥n), surjective (on peut toujours trouver une suite res-
pectant la relation de récurrence et avec p—1 premiers termes fixés a priori),
donc bijective. C’est donc un isomorphisme de Sy dans RP, et dim(Sy) = p.

On retiendra de cette propriété que, Sy étant un espace vectoriel de dimen-
sion p, il nous faut trouver p suites linéairement indépendantes et vérifiant
I’équation homogéne pour entiérement caractériser Sy.

Propriété 2.2 Soit S l’ensemble des solutions de 'ERL (1) et (an)nen un
élément quelconque de S. Alors :

S = (an)nEN + SO

ou Sy désigne l’ensemble des solutions de 'ERLH associée (1°).
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Autrement dit, la solution générale de S s’obtient en ajoutant a la
solution générale de S; une solution particuliére de S.

On va donc diviser la résolution d’une équation de récurrence linéaire en 3
étapes :

1. On trouve une base de I’ensemble S des solutions de 'ERLH associée,
ce qui nous donne la solution générale (u! ),y de 'ERLH

2. On trouve une solution de 'ERL (a,)nen

3. On en déduit la solution générale (i.e. sans tenir compte des conditions
initiales) de I'équation de 'ERL, (u + a,)nen. La solution particuliére
s’obtient a l’aide des conditions initiales.

Dans la suite du chapitre, on continuera a désigner par S l'ensemble des
solutions d’une ERL, et par Sy ’ensemble des solutions de 'ERLH associée.

2.2 Reésolution d’'une Equation de Récurrence
Linéaire Homogéne
2.2.1 ERLH d’ordre 1
La forme générale d'une ERLH d’ordre 1 est
Upy1 — AUy, =0

ol a est un réel.

Cette équation définit une suite géométrique de raison a. On a donc le résultat
suivant :

Propriété 2.3 La solution générale de cette ERLH est u, = a™ug, ot ug €
R.

Exemple 2.1
Soit a résoudre ’équation :
VneN u,i —4u, =0
La solution de cette ERLH est la suite de terme général :

w, = ug 4"
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2.2.2 ERLH d’ordre 2
La forme générale d’'une ERLH d’ordre 2 est

Vn €N Uy —ag Upsy —ag u, =0

ol a; et ay sont des réels.

Définition 2.1 Soit [’équation de degré 2
2* —ayr —a; =0 (E)
(E) est appelée équation associée o I’ERLH.
On note A = a2 + 4a, le discriminant de 1’équation associée.

Propriété 2.4 Awvec les notations précédentes :

- Si A >0, soient v et 3 les deux racines réelles de (E). Alors (a")nen et
(8™)nen forment une base de Sy

- SiA =0, soit a la racine double de (E). Alors (&™) pen €t (na™)nen forment
une base de Sy

-85 A <0, soient a = p e
conjuguées de (E). Alors (p™ cos(nf))uen et (p
base de Sy

© et = p e les deux racines complexes

" sin(nf))nen forment une

Démonstration 13 On montre que, dans chacun des trois cas, les deux
suites forment une famille libre. Comme Sy est de dimension 2, si on montre
que ce sont des éléments de Sy, c’est gagné.

Premier cas : A >0
Awvec les notations de la propriété, on a :

n+2

a - a2&n+1

— a1 =a"(a® —aya —a;) =0

car a est racine de (E). Le méme raisonnement est valable pour 3. On en
déduit que (™)pen et (8")nen forment une base de Sy.

Deuxiéme cas : A =0

a étant une racine double de (E), on a : o* — asa —a; = 0 et 2a — ay = 0.
Le méme raisonnement que précedemment montre que (a™)nen est élément
de Sy. D’autre part :

(n+2)a"? —ay(n+1)a"™ —ana™ = na" (@’ —aya—ar) +a" M (2a—ay) = 0
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Done (na™)pen est également élément de Sy.

Troisiéme cas : A\ <0
a = p ¥ vérifie a® — aya — ay = 0, donc :

n+2 i(n+2)6 _

p e n+1 _i(n+1)0 n _nb _  n_ind

asp e —ayp"e™ = pre™(a® — aga —a) = 0

En passant a la partie réelle, puis a la partie imaginaire, on en déduit que
(p" cos(nb))nen et (p" sin(nb)),en sont éléments de Sy

Exemple 2.2

Soit & résoudre UERLH :
Vn €N Upio+ 2upiy — 3u, =0

L’équation associée est :
2’422 —-3=0

Le discriminant de cette équation vaut 16, on en déduit que les racines de
l’équation sont 1 et —3.

Les suites (1)pen €t (—3)nen forment donc une base de Sy, et la solution
générale de ’ERLH est la suite de terme général :

ou A et B sont des réels.

Exemple 2.3
Soit ¢ résoudre 'ERLH :
VneN upio— 22Uy +2u, =0

L’équation associée est :
2 =22 +2=0
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Le discriminant de cette équation vaut —4, on en déduit que [’équation admet
deux racines complexes conjuguées 1 4+ 1 = \/56”/4 etl—1= \/56_”/4.

Les suites (v/2 " cos (nm/4)nen et (V2 ' sin (nm/4))nen forment donc une
base de Sy, et la solution générale de ’ERLH est la suite de terme général :

Up = A V2" cos(nm/4)+ 3 V2" sin(nr/4)

ou A et B sont des réels.

2.2.3 ERLH d’ordre p

On va maintenant revenir a la forme générale d’'une ERLH, et généraliser les
résultats précédents.

Définition 2.2 Soit [’équation de degré p
 — Pt — . —a,=0 (E)
(E) est appelée équation associée o I’ERL (1).

Propriété 2.5 Soient (31,. .., 5, les racines réelles de (E), d’ordre respectif

(ST
Soient a; = pier oy = pre” ., = pe? a; = pre les racines
complezes conjuguées de (E), d’ordre respectif j1, ..., j..

(On a en particulier : (iy + ...+ 14y +2(j1 + ...+ 7)) =Dp)

Alors les suites :

a (ﬁ?)néNa SRR (nililﬁ?)HEN

B (ﬂg)neNa SRR (niq_lﬁg)neN A A
— (p? cos(nb1) )nen, (P sin(n01))nen, - - -, (012 pT cos(nby) )nen, (7171 o7 sin(nby)) nen
— (pp cos(nby))nen, (P sin(nby))nen, - - ., (0777 o} cos(nby) Jnen, (077~ pf sin(nb,) Jnen

forment une base de Sy.

Démonstration 14 Bien qu’un peu plus calculatoire, le principe de la dé-
monstration est le méme que pour une ERL d’ordre 2.
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Exemple 2.4

Soit a résoudre ’ERLH :
Vn €N Upis — 3Upig + dUpig — dUpio + 3Upyy —u, =0
On notera la factorisation suivante :

2 — 32t +4a® —42® +3r — 1= (2 + 1) (2 — 1)*

Compte-tenu de l'indication, ’équation associée a ’ERLH admet :

— Une racine réelle triple : 1

— Deuz racines complexes conjuguées simples : i = e™/? et —j = e~™/?

Les suites (1)nen, (n)nen, (1?)nen, (cos (nm/2))nen et (sin (nm/2))nen forment
donc une base de Sy, et la solution générale de I’ERLH est la suite de terme
général :

Up, = )\1+)\2n+)\3n2
+ Ay cos(nm/2) + A5 sin (nw/2)

ol Ay, ..., A5 sont des réels.

Exemple 2.5

Soit a résoudre 'ERLH :
Vn € N upi5 — 6upig + 20U, 13 — 40Uy 0 + 48Uy 1 — 32u, =0
On notera la factorisation suivante :

2° — 62" + 202° — 402° + 48z — 32 = (2 — 27 + 4)*(z — 2)

L’équation 2% — 2z +4 = 0 a pour discriminant —12, et admet deuz racines
complezes conjuguées 1 +iv/3 =2 e™/3 et 1 —iy/3 =2 e /3,

On en déduit que ’équation associée a ’ERLH admet :
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— Une racine réelle stmple : 2
— Deuz racines complexes conjuguées doubles : 2 e™/3 et 2 ¢=i7/3

Les suites (2" )pen, (2" cos (nm/3))nen, (2" sin (n7/3))nen, (2" n cos (n7/3))nen
et (2" n sin (n7/3))nen forment donc une base de Sy, et la solution générale
de 'ERLH est la suite de terme général :

+ A2 2" cos(nm/3) 4+ A3 2" sin (nw/3)
+ A 2" n cos(nm/3) 4+ A 2" n sin (n/3)

Unp,

ol Ay, ..., A5 sont des réels.

2.3 Recherche d’une solution particuliére d’une
ERL

Il n’est pas toujours simple de produire une solution particuliere d’'une ERL.
Nous allons voir deux cas ou I'on peut toujours en obtenir une :

— Celui ou le second membre de 1’équation est un polynoéme en n
— Celui ou le second membre de I’équation est une puissance en n

Notons tout de suite un point important : Les conditions initiales ne vont
pas intervenir dans la recherche de cette solution particuliére.

2.3.1 Cas ou le second membre est un polynéme en n

On suppose que v,, est un polyndéme en n, c¢’est a dire qu’il existe un polynéme
Q@ a coefficients réels tel que

Vn v, = Q(n)
On note ¢ le degré du polynome Q).

Si 1 n’est pas racine de I’équation associée
On peut trouver une solution particuliére de terme général u, = R(n), ou

R désigne un polyndéme a coefficients réels de degré q. On cherche donc des
coefficients by, ..., b, définissant une suite de terme général

Up = by +bin+ ...+ bynt
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Exemple :

Soit a résoudre 1’équation de récurrence linéaire

Upts — 2Uptro — 2Upp1 — Uy, =N+ 2

§2m
3 sont

L’équation associée est 23 — 222 — 22 — 3 = 0, dont 3, €3 et e~
racines simples.
Le second membre est un polynéome en n de degré 1, et 1 n’est pas racine
de I'équation associée. On cherche donc une solution particuliére de terme
général :

U, = dn +e

ou d et e sont des constantes. Aprés un peu de calcul, on trouve d = —% et
e=—1z.

> =

Si 1 est racine simple de ’équation associée

On peut trouver une solution particuliére de terme général u,, = nR(n), ou
R désigne un polyndme a coefficients réels de degré ¢q. On cherche donc des
coefficients by, ..., b, définissant une suite de terme général

Up = n(by + byn + ... + bn?)

Exemple :

Soit a résoudre ’équation de récurrence linéaire

Upiz — Uy = 2N
L’équation associée est 2° —1 = 0, dont 1, % et e % sont racines simples.
Le second membre est un polynéme en n de degré 3, et 1 est racine simple
de I'équation associée. On cherche donc une solution particuliére de terme
général :
Up = n(bo + bln) = bo n+ b1 n2

ou by et b; sont des constantes a déterminer. On doit avoir :

Upts — Up = 2n
= (bo(n+3)+b(n*+6n+9)— (bp n+b; n?) = 2n
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On en déduit que by = —1 et by = 1/3.

Si 1 est racine multiple de I’équation associée

De facon plus générale, supposons que 1 est racine de 1’équation associée
d’ordre de multiplicité m.

On peut trouver une solution particuliére de terme général u,, = n™R(n), ou
R désigne un polyndéme a coefficients réels de degré q. On cherche donc des
coefficients by, ..., b, définissant une suite de terme général

Up = bon™ + byn™ ™ + L+ bt

Exemple :

Soit & résoudre 'ERL
Upts — SUptg + AUprs — AUpyo + 3Upy1 — Uy, =1+ 2
L’équation associée est :
2° —3at 42 — 42 + 32 —-1=0
Cette équation peut s’écrire sous forme factorisée :
(2> + 1)z —1)*=0

On en déduit donc que 1 est racine triple de cette équation, et que i = ez
et —i = ez en sont racines simples.
Le second membre est un polyndéme en n de degré 1, et 1 est racine triple
de I'équation associée. On cherche donc une solution particuliére de terme
général :

u, = n*(by + bin)

ou by et by sont des constantes. On doit avoir :

Upts — SUpta + dUpyz — 4Upypo + 3Uppr — Uy =N+ 2

ce qui donne aprés calcul et identification des coefficients by = —i et by = i.

Bilan :

Si le second membre de ’ERL est un polyndme en n de degré ¢,
on cherche une solution particuliére de PERL de terme général
n™ R(n), ou :
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— R est un polynéme réel (4 déterminer) de degré ¢
— m désigne ’ordre de multiplicité de 1 comme racine de I’équation
associée a 'ERL (m peut étre nul)

2.3.2 Cas ou le second membre est une puissance en n
On suppose qu’il existe deux constantes « et b telles que

Vn v, = ba"

Si a n’est pas racine de I’équation associée

On peut trouver une solution particuliére de terme général u,, = bya™, ou by
est une constante.

Exemple :

Soit a résoudre 1’équation de récurrence linéaire
Upys — O6Up 3 + 13Upy0 — 12Uy 41 + 4u,, = 3"
L’équation associée est
2t —62° 4+ 132> — 120 +4 =0
que 'on peut encore écrire sous forme factorisée
(x—1)*(x—-2)=0

1 et 2 sont toutes les 2 racines doubles de cette équation.

Le second membre est une puissance en n, et & = 3 n’est pas racine de I’équa-
tion associée. On cherche donc une solution particuliére de terme général :

Up = b03n
On a:
Upyqa — OUpt3 + 13Uy — 12Uy 41 + 4uy, = 3"
= bp3" — 6by3" 3 + 13by3" 2 — 12037 4 4by3" = 3"
= bo (81 — 162+ 117 — 36 + 4) = 1
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Si «a est racine simple de I’équation associée

On peut trouver une solution particuliére de terme général u,, = by n o™, ou
bo est une constante.

Exemple :

Soit a résoudre ’équation de récurrence linéaire
n
Un+2 =+ Un+1 — 2U,n = 4(—2)

L’équation associée est
2?4 —-2=0

que l'on peut encore écrire sous forme factorisée
(x—1)(z+2)=0
1 et —2 sont toutes les deux racines simples de cette équation.

Le second membre est une puissance en n, et a = —2 est racine simple
de I'équation associée. On cherche donc une solution particuliére de terme
général :

U, = bon(—2)"

Comme cette suite doit vérifier
Upso + Upr1 — 2u, = 4(—=2)"

on obtient apres identification by = %

Si a est racine multiple de I’équation associée
Soit m l'ordre de multiplicité de o comme racine de ’équation. On peut trou-
ver une solution particuliére de terme général u,, = by n'™ ™, ou by est une

constante.

Exemple :
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Soit a résoudre ’équation de récurrence linéaire
Uptsg + 2Upig — 2Upg1 — up = 3(—1)"
L’équation associée est
2t 4223 -2 —-1=0
que 'on peut encore écrire sous forme factorisée
(z—1)(z+1)*=0
Donc 1 est racine simple de I’équation, et —1 en est racine triple.

Le second membre est une puissance en n, et a = —1 est racine triple de
I’équation associée. On cherche donc une solution particuliére de terme gé-
néral :

Uy, = bon®(—1)"
Comme cette suite doit vérifier
Uptq + 2un+3 - 2un+l — Up = 3(_1)n

on obtient aprés identification by = i.
Bilan :

Si le second membre de ’ERL est une puissance en n, i.e. une suite
de terme général b o, on cherche une solution particuliére de I’ERL
de terme général by n™ o, ou :

— by est une constante
— m désigne 'ordre de multiplicité de o comme racine de ’équation
associée a 'ERL (m peut étre nul)

2.4 Résolution de ’'ERL

Les deux paragraphes précédents nous permettent de donner la solution géné-
rale de 'ERL il reste a tenir compte des conditions initiales pour déterminer
I'unique suite solution du probléme.
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Exemple 1 :

Soit a résoudre 'ERL :

221
Up+5 — 6un+4 + 20un+3 — 40Un+2 + 48Un+1 — 32Un = —7 3n

avec les conditions initiales
U =0u; =0uy=0u3=0wus =1
L’ERLH associée est :
Upts — O6Upig + 20Uy 43 — 40Uy 0 + 48Uy — 32u, =0
Et I'équation associée vaut :
2° — 62" + 202 — 402 + 482" — 32 =0 (E1)
On a vu précedemment que cette équation s’écrivait sous forme factorisée :
(22 =20 +4)*(z—2)=0
d’ott 'on a déduit que

So = {(un>nEN = (51 2" + By 2™ COS% + (B3 2" sin%

+B4 n 2" cos - + f5 n 2" sin n3_7r)n6N :(B1,...,05) € R5}

On cherche maintenant une solution particuliére de 'ERL; d’aprés ce qui
précéde, on la cherche sous la forme d’une suite de terme général a 3" ou a
est une constante a déterminer. On doit avoir :

221

a(377 =6 x 3" 420 x 3" — 40 x 3" 448 x 3" =32 x3") = ——= 3"
221
(243 — 486 + 270 — 360 + 144 — 32) = ——~

S a=2

Une solution particuliére de 'ERL est donc la suite de termes général 2 x 3",
ou a est donné par I’équation précédente.
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On en déduit 'ensemble des solutions :

S = {(un)neN = (2X 3"+ By 2"+ f 2" cos ™ + By 2" sin 2

+084m 2" cos B + B5 n 2”sin"—;)n€N;(ﬂ1,...,ﬂ5) € R5}

Les coefficients (3; sont donnés par la résolution du systéme (obtenu a 'aide
des conditions initiales) :

2 +6 45 =0
6 4261 +p2 +065 V3 +6:  +BsV3 =0
18 +481 —28, +263 V3  —4B +4B: V3 =0
54 +831 —83 —~24B, +B5V3 =0
162 +163, —83 +—8B; V3 —328; —3235 V3 =0

La résolution de ce systéme nous donne :

(01, B2, B3, Ba, B5) ~ (—6.12 ,4.12 ,0.89, —1.17, 1.01)

La solution de I'ERL est donc la suite de terme général :

un:2><3"—6.12><2”+4.12><2”Xcosn?)—ﬂ

10.89 x 2" x sm% —1.17n x 2" x cos% 1 1.01n x 2" x Sm%
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Chapitre 3

Formes bilinéaires et formes
quadratiques

3.1 Formes bilinéaires

3.1.1 Définition

Soit £ un K-ev de dimension n et ¢ une application de £ x E dans K. On
dit que ¢ est une forme bilinéaire sur K si elle est linéaire par rapport a
chacune de ses composantes.

Autrement dit, ¢ est bilinéaire si V(z,y,2) € E® V(\, 3) € K? :
Az + By, z) = Ap(z, 2) + Bo(y, 2)
O(z, A + By) = Ap(z, ) + Bo(z,y)

3.1.2 Ecriture matricielle

Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Comme dans le cas d'une application
linéaire, on peut donner un "résumé" d’une forme bilinéaire ¢ dans la base
B a l’aide d’une matrice.

Soient x et y deux vecteurs quelconques de E, X = (z1,...,2,) et Y =
(Y1, - -+, yn)" leurs vecteurs coordonnées dans la base B.
Alors :

P(x,y) = ¢(Z TiCi Z Yi€;)
i=1 j=1
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n n

- Z inyj(/b(@ia ej) = X'AY

i=1 j=1

ot A = (¢(ei,€)))ij=1,.n On dit que A est la matrice de la forme bili-
néaire ¢ dans B, ou plus simplement la matrice de ¢ dans B. On notera :

Mp(9) = A

Attention & ne pas confondre A avec la matrice d’une application linéaire !

Exemple 1
On se place dans R? et on note B la base canonique. On note ¢; 'application :

R¥xR* — R

b1 (z,y) = Ty + Tays + T3Y3

avec X = (z1,...,2,) et Y = (y1,...,yn)" la représentation de z et y dans
la base canonique.

On peut vérifier que ¢; est une forme bilinéaire. On a :

S = O
_ o O

1
Mp(¢1) = | 0
0

n

On peut étendre la définition de ¢ a 'espace R™.

Exemple 2
Toujours dans R?® muni de sa base canonique Bs, on note ¢, I'application :

R¥xR* — R

b (z,y) = Ty — TaYo + T3ys + (1Y + Tay1) — 3(T1y3 + T3y1)

avec les mémes notations que précedemment.

On vérifie que ¢, est une forme bilinéaire et on a :

1 1 -3
Mpy(¢)=| 1 —1 0
-3 0 1
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Exemple 3
On se place dans R? et on note B, sa base canonique. Soit ¢3 I'application :

RZ2xR? — R

¢ (I7 y) = 2x1Yy1 — x2y1 + 3T1Y2 + Toyo

avec X = (z1,22)" et Y = (y1,y2)" la représentation de x et y dans la base
canonique.

¢3 est une forme bilinéaire et on a :

Maoa = (2 1)

3.1.3 Changement de base

On conserve les mémes notations que dans le paragraphe précédent. On mu-
nit £ d’une autre base C = (f1,. .., fn), dans laquelle x et y admettent pour
vecteurs coordonnées X = (21,...,2,) et Y = (g1,...,9n)"

On a alors :
d(x,y) = X'AY comme vu précedemment

— X'BY de facon analogue avec B = (O(fis [i)ij=1,..n
= X'P'APY car X = PX et V = PV en notant P = Pge

On en déduit la formule de changement de base pour une forme bilinéaire :
Me(¢) = PaeMs(6) Pse

Exemples

Considérons la forme bilinéaire ¢, notons B3 = (e, e, €3) la base canonique
et donnons nous une autre base de R3, par exemple C3 = (e, e1 — eq,€; +
€2 + 63).

1 1 1
OnaPge,=| 0 —1 1 | donc en vertu de ce qui précede :
0 0 1

MCs <¢1) = (PB3C3)tMBS(¢1)PBSCS =

— =
O DN =
W O =
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De la méme fagon, on montre que :

2 —3 —1
MC3 (¢2) = <PB3C3)tM33(¢2)PB3C3 = -3 0 0
-1 0 -7

En notant By = (eq, e3), si 'on munit R? de la base Cy = (e1,e1 — €3) on a :

MC2(¢3) = (PB2C2)tMBz (¢3)P3202 = ( ?) _11 )

3.2 Formes bilinéaires symétriques et formes
quadratiques

3.2.1 Définitions

Une forme bilinéaire ¢ : £ x E — K est dite symétrique si

V(z,y) € E? ¢(z,y) = ¢y, v)

On notera ftbs en abrégé.

Soit ¢ une fbs sur K. On appelle forme quadratique associée a ¢ 'appli-

cation

‘ F — K
e o Q) =)

3.2.2 Identité de polarisation

On peut remarquer que 'on peut définir la forme quadratique associée a
une forme bilinéaire non symétrique. Mais la symétrie nous permet d’avoir
une correspondance bijective entre fbs et forme quadratique via I'identité de
polarisation :

Propriété 3.1 Soit ¢ une fbs sur K et Q) la forme quadratique associée.
Alors ¥(z,y) € E* :

(Qz+y) — Qz) — Qy))

N | —

o(x,y) =

Démonstration 15 Laissée en exercice
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3.2.3 Interprétation matricielle de la symeétrie

Propriété 3.2 Soit B une base de E et ¢ une forme bilinéaire sur K. Alors
¢ est symétrique < Mp(@) est une matrice symétrique.

Démonstration 16 La condition nécessaire est immédiate. Etudions la ré-

ciproque. On note B = (eq,...,e,).
Soient x et y deux vecteurs quelconques de E, et X = (x1,...,x,) et Y =
(Y1, -+, yn)" leurs vecteurs coordonnées dans la base B. Alors :

¢(z,y) = X' Mp)Y
Si l'on transpose cette expression :
oz, y)' =Y My X =Y Mgy X = ¢(y,x)
Comme ¢(x,y) est un scalaire, il est égal a sa transposée. Par conséquent
o(z,y) = o(y,x) et ¢ est symétrique.
Exemples
A Taide de la propriété précédente, il est facile de vérifier que ¢, et ¢o sont

des formes bilinéaires symétriques et pas ¢s.

La forme quadratique associée a ¢, est :
R} — R

1 -
@iy x? + 2k + 23
La forme quadratique associée a ¢, est :
R — R
Qz . 2

r = x]— a:% + x% + 2x1209 — 61173

3.2.4 Ecriture matricielle de la forme quadratique

Soit @ une forme quadratique sur F, de fbs associée ¢. Soit B une base de
E et A la matrice de ¢ dans B.
Alors si x est un vecteur quelconque de E, de vecteur coordonnées X dans
B, on a:

Qz) = ¢(z,7) = X'AX
Si C est une autre base de E, et que 'on note X le vecteur des coordonnées
de x dans C, on peut réécrire Q(z) a l'aide des formules de changement de
base données précedemment :

Q(x) = X'BX avec B = P'AP et P = Py
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3.3 Formes bilinéaires symétriques positives et
produits scalaires

A partir de maintenant, on s’intéresse uniquement au cas K = R, c’est a
dire qu’on ne traite que des espaces vectoriels réels et des formes bilinéaires
réelles (comme on I’a d’ailleurs fait dans tous les exemples précédents).
Dans la suite du paragraphe, E désigne donc un R espace vectoriel de di-
mension finie égale a n.

3.3.1 Définitions

Soit E/ un R espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire symétrique de F.

On dit que ¢ est positive si Vu € E ¢(u,u) > 0. Autrement dit, une fbs est
positive si elle est & valeurs dans R™.

On dit que ¢ est définie si ¢(u,u) =0=u=0.

Une forme bilinéaire symétrique de E définie positive est appelée produit
scalaire de F.

3.3.2 Interprétation matricielle

Soit B une matrice symétrique de M,(R).
On dit que B est positive si VU € R* U'AU > 0.
On dit que B est définie positive si VU € R" U # 0 = U'AU > 0.

Il existe un lien direct entre la positivité au sens d’une fbs et la positivité au
sens d'une matrice.

Propriété 3.3 Soit ¢ une fbs sur E, B une base de E et A = Mpg(¢) la
matrice de ¢ dans B.

¢ est positive < A est positive.

¢ est définie positive < A est définie positive.

Démonstration 17 Elle découle de ’écriture matricielle de la quantité ¢(u, u).

Exemples

Il est clair que, au vu de I'écriture de (), I'application ¢, est positive et
méme définie positive. On 'appelle le produit scalaire usuel de R3.
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Pour ¢,, ¢’est moins net et nous avons besoin d’un peu de calcul. Si @ s’écrit
(u1,us,uz)" dans la base canonique, on a :

Qo () = ud — u3 + uj + 2uyug — 6ujus
= u? + 2uy (ug — 3us) — u3 + u3
= (uy + uy — 3uz)?® — (u3 + uj — buyus) — uj + uj

= (u; +ug — 3U3)2 — 2u§ + Ougug — 8u§

3 9
= (u1 + Ug — 3U3)2 — 2(U2 — §U3)2 + gug — 8U§
3
= (u1 + uy — 3uz)® — 2(uy — §u3)2 - §u§

A Paide de cette forme, on voit que ¢ n’est pas positive (prendre par exemple
uz # 0, uz—%ug,:(]et uy + ug — 3ug = 0).

La méthode appliquée précedemment est valable pour toute forme bilinéaire
symétrique, en dimension quelconque, et s’appelle la méthode de Gauss.
Le principe est simple : on commence par isoler tous les termes contenant
uy et a les mettre dans un carré. On fait ensuite de méme pour les termes
contenant u, et ainsi de suite.

Toute forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique peut
ainsi s’écrire sous forme d’une somme de carrés pondérés par des scalaires;
la forme quadratique sera positive si et seulement si tous ces sca-
laires sont positifs.

Nous reviendrons plus loin sur le cas particulier des matrices symétriques;
nous donnons simplement ici un petit résultat qui nous servira dans la suite.

Propriété 3.4 Soit ¢ une fbs sur E, B une base de E. Si ¢ est un produit
scalaire, alors Mg(¢) est inversible.

Démonstration 18 Notons A = Mg(¢p). Si A n’est pas inversible, 3X vec-
teur non nul de R™ tel que AX = 0. On a alors X'AX =0 avec X # 0, ce
qui est impossible par définition d’un produit scalaire.

On peut énoncer ce dernier résultat d’'une facon équivalente : les matrices
définies positives sont inversibles.
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3.3.3 Deux célébres inégalités

Propriété 3.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit ¢ une fbs positive sur E. Alors

V(4 0) € B |¢(d, 0)| < v/o(d, @) v/é(0,0)

Si ¢ est un produit scalaire (i.e. si ¢ est en plus définie), on a égalité < u
et U sont liés.

Démonstration 19 Soit x un réel quelconque. On a (i +x U, i+ ¥) > 0
car ¢ est positive. D’autre part :

o(d +z U, 1+ x V) = 2°0(V, V) + 22¢(d, T) + ¢(i, i)

C’est un polynome en x de degré 2. Comme il est toujours positif, son dis-
criminant doit étre négatif, donc :

= [6(@,7)| < Vo(d, @) /¢(,0)

Supposons maintenant que ¢ est un produit scalaire. Alors :

|6(a,9)] = V/é(d, ) /o(0,7)

& Le polynome x2¢(v, ) + 2x6(i, ) + ¢(i, @) admet une racine réelle

S Jrp(i+x v,i+z0)=0
Sdru+xv=0

< U et U sont liés

Exemple
En appliquant ce résultat au produit scalaire usuel ¢; de R3, on a :
V(ul, Ua, 'ng), (Ul, Vo, Ug) € R3 X RS

(urv1 + ugvg + uzvs)® < (uf + uj + uj)(vi + v3 + v3)
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Application

Soient x1,...,x, n réels strictement positifs. Pour p appartenant a N*, on
SN P
pose u, = =t

i=17T;

Montrer que la suite (u,)pen+ st décroissante.
En déduire qu’elle converge, et donner sa limite.

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on tire une autre égalité moins fine mais
qui nous sera utile lors de I’étude des espaces euclidiens.

Propriété 3.6 Inégalité de Minkowsky

Soit ¢ une fbs positive sur E. Alors ¥(u,v) € E* :

Vo + 8,0 +7) < /6@, 1) + v/6(,7)
Démonstration 20 D’apres [’identité de polarisation :
o(Ud+ 0,4+ ) — ¢, 0) — ¢(U,70) = 2¢(, V)
et d’apres linégalité de Cauchy-Schwartz :

(i, 7) < |o(a@,7)| < /o, @) /6(0,7)

Donc :
i + 0,1 + 7) < ¢(a, @) + ¢(5, 5) + 2/(d@, @) \/6(7, 7)
& ¢+ 7,0+ 0) < (Vo(d, @) + /o(, 7))’
S V(i + 0,0+ 0) < /o, i) + /6(7,7)
Exemple

En appliquant ce résultat au produit scalaire usuel ¢; de R3, on a :

V(ul,UQ,Ug), (/U171)27/03) € R3 X RS

V(uy 4 v1)2 + (ug + 12)2 + (us +v3)2 < u%%—u%—l—u%—l—\/v%—%vg—%vg
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Chapitre 4

Espaces euclidiens

4.1 Structure euclidienne

4.1.1 Définition et notations

On appelle espace euclidien un R espace vectoriel de dimension finie muni
d’un produit scalaire (.|.).

On suppose dans la suite de ce chapitre que E désigne un R espace vectoriel
de dimension finie égale & n, auquel on adjoint un produit scalaire (.|.).

4.1.2 Norme associée

Si @ est la forme quadratique associée a (.|.), on note ||.|| 'application

e E R
Iy Jow = Vewa

Elle vérifie les propriétés suivantes :

Propriété 4.1 1. Vu e E ||lu||=0=u=0

2. Yu e EVAER || u| = |A]|Jul

3. V(u,v) € B Jlu+ || < Jlull + [|v]]
Les deux premiéres propriétés se vérifient simplement ; la troisiéme est I'inéga-
lité de Minkowsky, que 'on a déja rencontrée. Ces trois propriétés montrent

que ||.|| est une norme, ce qui justifie la notation.

On en déduit que tout espace euclidien est un espace vectoriel normé.
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Exemple 1

On se place dans R? muni de son produit scalaire usuel ¢; défini dans le
chapitre précédent. La norme associée a ¢, est I'application

¥ — R
R A e AV A e T SV

ou U = (uy,ug,u3)" est le vecteur des coordonnées de @ dans la base cano-
nique Bs = (€1, €3, €3).

Il est important de noter que I’écriture de ||i]| dépend de la base de E choisie.
Par exemple, dans la base C3 = (€7, €] — €3, €1 + €5 + €3) déja considérée dans
le chapitre précédent, on avait :

1 11
Mo = [ 1 2 0
1 0 3
Si U = (Ul,U,Q,U3> donne les coordonnées de u dans Cs, alors ¢(u) =
UtMe, (1)U = 1, + 2t + 3uis® + 21ty + 2001103 et
]| = Vti® + 2052 + 3uis? + 2ty + 2y
Exemple 2

Soit £ = M, (R) I’ensemble des matrices réelles de taille n. On munit E de
I’application
gb' ExE — R
" (A,B) = 30 aighi

On vérifie facilement que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E. La
norme associée est :

EFE — R
[EN. S by

4.1.3 Quelques formules

Propriété 4.2 Formule d’Al Kashi

V(u,v) € E* [lu+ol* = [[ul® + [[v]]* + 2(ulv)
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Propriété 4.3 Identité du parallélogramme
V(u,v) € B? Jlu+oll* +[lu -l = 2 ([lu]]* + [Jv]|*)

La démonstration de ces deux résultats s’obtient en revenant a la définition
de [|.]| et en utilisant la bilinéarité de la fbs associée.

4.2 Orthogonalité

4.2.1 Définition

Soit E un espace euclidien et (.|.) le produit scalaire associé. On dit que deux
vecteurs u et v de F sont orthogonaux si (u|v) = 0. On note : u L v

Par exemple, placons nous dans R?® muni de son produit scalaire usuel. Les
deux vecteurs @ et v, de coordonnées (2,4, —7)" et (—3,5,2)" dans la base
canonique, sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel car :

(U0) =2x(=3)+4x5+(=7)x2=0

Attention! La notion d’orthogonalité dépend du produit scalaire considéré :
deux éléments orthogonaux pour un produit scalaire ne le sont pas forcément
pour un autre.

Théoréme 4.4 Théoréme de Pythagore

Soient u et v deuz vecteurs de E. Alors u et v sont orthogonauz < ||[u+v||* =
[lul®+ o]

Démonstration 21 (C’est une conséquence directe de la formule d’Al Kashi.

Soient A et B 2 parties de E. On dit que A et B sont orthogonales si

Vue AVve Bulwv
4.2.2 Familles orthogonales

Soit F = (uj,...,u,) une famille de vecteurs non nuls de £. On dit que F
est orthogonale si ses ¢léments sont deux a deux orthogonaux.
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On dit que la famille est orthonormale si elle est orthogonale et que tous
ses éléments ont pour norme 1. Si on dispose d’une famille orthogonale, on
I'orthonormalise facilement (il suffit de diviser chaque vecteur par sa norme).
Cette remarque nous sera utile plus loin.

Propriété 4.5 Une famille orthogonale est libre.

Démonstration 22 Notons F = (ey,...,e,) famille orthogonale de vec-
teurs de E. Supposons que cette famille est lice. Alors il existe des réels
AL, ..., Ap non tous nuls tels que :

)\1€1+...+/\p€p:0

En prenant le produit scalaire du premier membre avec ey, on trouve en vertu
de l'orthogonalité des éléments de F :

)\1(61‘61) =0

Comme e; # 0, (e1]ler) > 0 donc Ay = 0. On montre par un raisonnement
analogue que tous les \; sont nuls, ce qui est contradictoire. La famille F est
donc libre.

Théoréme 4.6 Théoréme de Pythagore
Soient F = (eq, ..., e,) une famille orthogonale. Alors :

lex + ..+ epl* = llerll* + .. + llep|?

Démonstration 23 e; est orthogonal a chacun des vecteurs es, . .., e, donc
par linéarité il est orthogonal a leur somme. D’apres le théoreme de Pythagore
pour deux éléments, on a donc :

ler + ...+ el = lleall® + llea + - .. + ep|?

On conclut par récurrence.

4.2.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit F'un sev de E. On appelle orthogonal de F' (que I’on note F1) 'ensemble
des éléments de E orthogonaux a tous les éléments de F'. Autrement dit :

Fr={ue E;VYveF (uv) =0}
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Propriété 4.7 Soit F' un sev de E. Alors '+ est un sev de E.

Démonstration 24 Vu € F (ul0) = 0 donc 0 € F*. D’autre part, soit
A €ER et (u,v) € (F)2 Soit w quelconque appartenant o F. Alors :

(wlu + Av) = (w|u) + AMw|v) =0 car (w|u) =0 et (wjv) =0
Donc, u+ \v € F+. On en déduit que F* est bien un sev de E.

Propriété 4.8 Soit F' un sev de E, p sa dimension et F = (e1,...,e,) une
base de F'.
Soit u € E. Alors u € F+ & u est orthogonal a chaque élément de F.

Démonstration 25 La condition nécessaire est évidente. Réciproquement,
supposons que u est orthogonal a chaque élément de F. Soit v € F'; comme
F est une base de F', v s’écrit comme une combinaison linéaire des éléments

de F :
A(vy,...,v) ERP v =vie; + ... + 16,

Alors :
(ulv) = (ulvier + ... + vpep)

= v (uler) + ... +v,(ule,) =0

Définition-Propriété 4.1 Soit F' un sev de E. F* est un supplémentaire
de ' de E, appelé supplémentaire orthogonal de F' dans E.

Démonstration 26 Soit v € F N F+. En tant qu’élément de F*, u est
orthogonal a tous les éléments de F', donc a lui-méme. On a donc :

(ulu) = JJul* =0=u=0

Par suite, F N F+ ={0} et F et F*+ sont en somme directe.

Notons p la dimension de F et (e, ..., e,) une base de F' (pas nécessairement
orthogonale). On la compléte en une base B = (eq,...,e,) de E. Soit A la
matrice du produit scalaire dans cette base.

Soit u un vecteur quelconque de E ; on note U = (uy,...,u,)" le vecteur de
ses coordonnées dans B. Alors, en utilisant la propriété précédente :

u€ F+
SVi=1...p (ule;) =0

SVi=1...p u1(€¢‘61) + ... +un(ei|en) =0
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& AU =0

ou A, est la matrice constituée des p premiéres lignes de A. Comme A est in-
versible, A, est de rang p. On en déduit que {U ; A,U = 0} est de dimension
n —p, donc que F* est de dimension n — p.

En résumé, on a donc montré que :

FoFt

dim(F) + dim(F*+) = n = dim(E)

Donc, F et F+ sont supplémentaires dans E.

Exemple

Soit E = R? et B = (€1,¢63) sa base canonique. On munit F du produit
scalaire usuel ¢, défini par

Mg(¢1) = (é (1)>

et du produit scalaire ¢ défini par

Mss(v)) = ( S )

Mg (1)) est une matrice symétrique, donc v définit bien une fbs. A I'aide de
la méthode de Gauss :

(33, y)MB(w) ('Tv y)t
=2% - 2zy +2y° = (v —y)* + ¢
Donc (z,y)Mg(1)(x,y)! > 0 avec égalité < x =y = 0, et ¢ définit bien un

produit scalaire.

Cherchons un vecteur v orthogonal & €7 pour le produit scalaire usuel. Si on
note (a, b)" les coordonnées de ce vecteur dans B, on doit avoir :

oG ()=

< a=0

On peut donc prendre par exemple U = e,.
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Cherchons maintenant un vecteur « orthogonal a €1 pour le produit scalaire
1. Si on note (a,b)" les coordonnées de ce vecteur dans B, on doit avoir :

oo (40
Sa—-0b=0

On peut donc prendre par exemple v = (1, 1) dans la base B.

4.3 Existence d’une base orthonormée

4.3.1 Existence : le théoréme de Gram-Schmidt

Le résultat qui suit est trés important, aussi bien sur le plan théorique
(nous verrons ensuite des propriétés qui en découlent) que pratique pour
la construction d’une base orthonormeée.

Théoréme 4.9 Tout espace euclidien E admet une base orthonormée.

Démonstration 27 E est un espace euclidien, donc de dimension finie n.
Soit B = (eq,...,e,) une base quelconque de E. Nous allons commencer par
définir une base orthogonale C = (fy,..., f,) selon le procédé de Schmidt ; il
est ensuite facile de la transformer en une base orthonormale.

On commence par prendre f; = ey.

On cherche ensuite fo sous la forme fo = es+afy. On doit avoir (fi|f2) =0
ce qui 1mpose :

_ (f1lez)

/112
On va poursuivre la construction. Supposons que l’on ait construits les p+ 1
premiers vecteurs (f1, fa, ..., fp) d’une base orthogonale. On cherche le p +

1léme vecteur sous la forme :

Jpri=epntafit.. +apfy

Comme les vecteurs fi ... fpy1 sont mutuellement orthogonauz, on obtient
facilement le systéme d’équations :
_ _ (epralfy)
0= (ep+1lf1) + ar(fil f1) @ ==
_ _ _ (epsalfp)
0= (ept1lfp) + ap(fol fp) ap = — i?c;‘lfp')a

On construit ainsi par récurrence une base orthogonale de E. Comme on
l’a vu précedemment, on peut ensuite facilement la transformer en une base
orthonormale.
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4.3.2 Exemple

Soit E un espace euclidien de dimension 3 muni d’une base B = (ey, €9, €3)
quelconque. On note v le produit scalaire correspondant, défini dans la base
B par

0o -1 2
On vérifie facilement que 1) est bien un produit scalaire; on voit également

que B n’est pas une base orthonormée pour 7. On va en construire une en
orthnormalisant B selon le procédé de Gram-Schmidt.

On commence par prendre f; = e;.

On pose ensuite fo = e + af;. Comme on veut imposer ¥(f1, fo) =0, on a :

0 =(f1,e2) +ab(fi1, fr) = ¥(er, e2) + arb(er, e1)

A Taide de la forme matricielle de 1, on a :

1 -1 0 1
@D(el,el) = (1,0, O) —1 2 —1 0 =1

0 -1 2 0

1 -1 0 0
v(er,en) =(1,0,0) | -1 2 -1 1] =-1

0 -1 2 0

Donc, 0 = =1+ a = a =1 et on prend f, = (1,1,0)".
On pose enfin f3 = e3 + afy + B f2. Comme on veut imposer ¢(fs, fi) = 0 et
U(fs, f2) =0, on a:
0 =1(f1,e3) +a(fi, f1) et 0 =Y(fz, e3) + B (fa, f2)
= 0 =1(er,e3) + ap(er, er) et 0 =(fo, e3) + BU(fo, fo)

En utilisant 1a encore la forme matricielle de v, on trouve (e, e3) = 0,
W(fa,e3) = —1 et ¥(fo, f2) = 1. On obtient donc :

=aet0=—-1+0
On prend donc f3 = (1,1,1)".

En normalisant les vecteurs, on constate qu’ils le sont déja. On peut donc
prendre comme base orthonormeée (f1, fa, f3).
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4.3.3 Ecriture d’un produit scalaire dans une base or-
thonormée

Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormée B. Si on note ¢ le
produit scalaire associé a E, on a de facon immédiate :

Mp(p) =1

Autrement dit, la matrice d’'un produit scalaire est la méme quelle que soit
la base orthonormée considérée. On voit donc I'un des avantages de travailler
avec des bases orthonormées : on n’a pas a se soucier des formules de chan-
gement de base.

Soit C une autre base orthonormée; on a donc Mc(¢) = I également. Les
formules de changement de base impliquent donc que (Pgc)! Pge = I. On dit
que Pge est une matrice orthogonale.

Définition-Propriété 4.2 Soit A € M, (R). On dit que A est orthogonale
si et seulement si

AtA =1

Soit E un espace euclidien. Les matrices de passage entre bases orthonormées
sont orthogonales.

4.3.4 Quelques résultats supplémentaires

Propriété 4.10 Soit F' un sev de E. Alors F' admet une base orthonormale.

Démonstration 28 ' est lui-méme un espace euclidien, donc on peut lui
appliquer le théoréme de Gram-Schmidt.

Propriété 4.11 Soit F une famille orthonormale d’éléments de E. Alors F
peut étre complétée en une base orthonormale de E.

Démonstration 29 On note F' le sev de E engendré par F. Son orthogonal
admet une base orthonormale, d’aprés ce qui précede. En réunissant les deux
familles, on obtient une base orthonormale de E.
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Chapitre 5

Projections

Dans ce chapitre, F désigne un espace euclidien de dimension finie égale a n.

5.1 Quelques rappels sur les projections

5.1.1 Deéfinition et premiéres propriétés

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. On sait alors que
pour tout élément « de FE il existe une décomposition unique de @ sous la
forme

U=v+wavecv € FetweG

L’application qui & un vecteur u de E associe le vecteur ¢ défini comme pré-
cedemment est appelée projection (ou projecteur) sur F' parallélement
a G. Soit p cette application. C’est un endomorphisme de F, qui vérifie les
propriétés suivantes :

— pop=p:ondit que p est idempotente
— Ker(p) =Im(ld—p) =G
— Im(p) = Ker(Id —p) = F

Réciproquement, soit p un endomorphisme de E tel que pop = p. Alors p est
le projecteur sur Im(p) parallelement a Ker(p). On a donc en particulier :

Ker(p)® Im(p) = F

Notons que toute projection est diagonalisable. En effet, p annule le polynéme
X? — X, scindé a racines simples.
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5.1.2 Représentation matricielle

Soient I’ et G deux sous-espaces supplémentaires dans F, p le projecteur sur
F parallélement & G.

Compte tenu de ce qui précede, 0 et 1 sont les seules valeurs propres pos-
sibles pour p, et Ker(p) et Im(p) sont les sous-espaces propres qui leur sont
respectivement associés.

Soit (€1, ..., €,) une base de Ker(p) et (€411, - -, €,) une base de Im(p).B =
(e1,...,e,) est une base de E, et dans cette base :
O ... ... 00 ... ... 0
oo 00 o 0| /0, 0.,
Ms()=| o 01 0 .. 0 _(on_q In_q)
. - :
: e {)
O ... ... 00 ... 0 1

05 désignant la matrice carrée nulle de taille k£ et I, la matrice identité de
taille k.

On peut remarquer que pour un projecteur, le rang est égal a la trace. En
effet, dans une base de vecteurs propres, le nombre de termes non nuls de la
diagonale est égal a la dimension de I'm(p), et chacun de ces termes vaut 1.
Par conséquent tr(p) = dim(Im(p)) x 1 = rg(p).

Exemple
Soit E = R3. On pose F = Vect((1,1,0)"). On peut facilement trouver un
supplémentaire de F', par exemple en prenant G = Vect((1,0,0), (0,1,1)").

On définit p; comme étant le projecteur sur F' parallelement a G. Si on note
fi=(1,1,0)% fo = (1,0,0)" et f3 = (0,1,1)%, alors C = (fi, fa, f3) est une
base de E et dans cette base :

Me(p1) =

o O =
o O O
o O O
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On peut vérifier qu’en particulier, on a bien (M¢(p1))? = Me(p1).

1 10
Notons B la base canonique ; on a trivialement Psc = [ 1 0 1 | et on peut
0 01
0o 1 -1
montrer facilement que Peg = | 1 —1 1 . On en déduit la matrice de
0 0 1
p dans la base canonique :
1 10 1 00 0o 1 -1 01 —1
Mg(p)=1| 1 0 1 000 1 -1 1 =101 —1
0 01 000 0 0 1 0 0 O

5.1.3 Le cas des symétries

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires dans E, p le projecteur sur
F paralléelement a G.

Alors 'endomorphisme s = 2p — Id est appelé symétrie par rapport a F
parallelement & (G. s vérifie les propriétés suivantes :
- sos=1d
— Ker(Id—s) = Ker(Id —p) = F
— Ker(Id+s) = Ker(p) =G
Réciproquement, soit s un endomorphisme de E tel que so s = Id. Alors s
est la symétrie sur Ker(Id — s) parallelement & Ker(Id + s). On a donc en
particulier :

Ker(Id—s)® Ker(Id+s)=F
E est somme directe des sous-espaces propres de s, donc s est diagonalisable.
C’est aussi une conséquence du théoréme de Shreier (s annule le polynome

(X-1)(X+1)).

Nous n’en dirons pas plus sur les symétries; pour les étudier, il suffit apres
tout de se ramener a un projecteur a ’aide de la définition.

5.2 Projections orthogonales

5.2.1 Définition

Soit F' un sev de E. Alors le projecteur sur F parallélement a '+ est
appelé projecteur orthogonal de E sur F'. Il est défini de facon unique
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car le supplémentaire orthogonal de F' est unique.

Le projecteur orthogonal a toutes les propriétés d’un projecteur. Im(p) et
Ker(p) sont supplémentaires orthogonaux.

Réciproquement, soit p un endomorphisme de E' tel que pop = p d’une part,
Im(p) et Ker(p) sont orthogonaux d’autre part. Alors p est le projecteur
orthogonal de F sur F.

5.2.2 Propriétés d’un projecteur orthogonal
Propriété 5.1 Soit p un projecteur orthogonal de E. Alors :
1. Vi € E (dp(a)) = [lp(a)|?
2. Y(u,v) € E* (p(u)|v) = (u|p(v))
3. Vi € E [[p(u)|| < |[@]

Démonstration 30 1 : Soit © € E. Comme p est un projecteur orthogonal,
on a : U= p(U)+ (d—p(d)) avec d et ©—p(&) orthogonaux. Par conséquent :

(i = p(u)) = 0 = (u]d) = (ulp(u)) = 0
= (ulp(@)) = [[p(a)]*

2 : Soient U et U dans E. Alors :

(p(@)|0) = (p(@)|7 — p(¥) + p(V))
= (p(@)|[v — p(v)) + (p(@)|p(V))
= (p(@)|v' — p(V) + p(v))
= (p(@)|p(¥)) car (i) € Im(p) et ¥ — p(v) € Im(p)* = Ker(p)
= (4~ (7 —p(a))|p(v))
= (tlp(v)) car p(v) € Im(p) et @ — p(@) € Im(p)* = Ker(p)

3:Soitu € E. On a vu que p(u) et 4 — p(&) étaient orthogonauz, donc par
le théoréeme de Pythagore :

Ip(@)|1* + | — p(@)||* = |||
= |p(@)* < ||
La propriété suivante est le résultat fondamental utilisé pour la régression

linéaire simple.
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Théoréme 5.2 Soit i € FE et F' un sev de E. On note p le projecteur or-
thogonal de E sur F. Alors p(i0) est le seul élément de F tel que :

—

1@ = p(@)|| = Mingep|[d — o]

1l vérifie de plus :
1@ = p(@)|* + [[p(@)]* = [1a]*

Démonstration 31 Soit v quelconque appartenant a F. Alors :
i— 7= — p(id) + p(id) -

u—p(@) appartient a Im(Id—p) = Ker(p) et p(@)—U appartient a F = Im(p)
car p(@0) et ¥ appartiennent a F. @ — p(u) et p(d) — ¥ sont donc orthogonauz
et par le théoréme de Pythagore :

i = 9]|* = [|@ — p(@)||* + Ip(a) — v

= ||if — p(a)||* < |Ja — o]|*

Par conséquent :
1@ — p(@)]] = Mingep||i — V]|
Supposons qu’il existe un autre W € F, différent de p(@), tel que ||d — 0| =

Mingep|u — U] = ||u — p(@)||. Alors comme W est un élément de F :

i — @||* = [l — p(@)||* + |Ip(a) — |

= ||i@ — @) — [[@ — p(a@)||*

= |lp(@) — @||* > 0 car p(a) # @&

On a donc contradiction ; d’ou ['unicité.

Le dernier point découle du théoreme de Pythagore.

Exemple

Reprenons I'exemple de la partie précédente, avec £ = R3 muni de son pro-
duit scalaire usuel et F' = Vect((1,1,0)"). On note g; = (1, 1,0)".

On peut facilement produire le supplémentaire orthogonal de F', par exemple
en orthogonalisant la base C selon le procédé de Gram-Schmidt. On prend ici
comme base de F'* les vecteurs (0,0, 1) et (1, —1,0)%, notés respectivement g;
et g3. Comme en particulier '+ est un supplémentaire de F, D = (g3, g2, §3)
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est une base orthogonale de FE.

Soit py le projecteur orthogonal sur F'. Alors dans la base D :

1 00
Mp(pg) = 0 0 O
0 00

Nous allons vérifier les différentes propriétés d’un projecteur orthogonal sur
cet exemple ; pour simplifier, nous allons revenir a la base canonique. On a

10 1
de fagon évidente : Psgp = | 1 0 —1 | et on peut montrer facilement que
01 0
11
3 3 0
Pes=1 0 0 1 |.Onen déduit la matrice de p dans la base canonique :
1 1
3 2 0
10 1 100 : 3 0 L (110
Mg(pa)=1| 1 0 —1 0 00 0 0 1 =3 1 10
01 0 000 i -10 000
Soit @ un vecteur quelconque de E, de coordonnées (z,y, z)" dans la base ca-
1 10 x T+y
nonique. Alors py (%) a pour coordonnées % 110 y | = % T4y
0 00 z 0
na:
rT+y
= 3(p@)|0) = (z,y.2)" | vty | =56° +ay) + 37 +2y) = 3(z +y)?
0

et ||pa(i0)||* = 5(= +y)*, donc : (pa()|i) = [pa(iD) |

(pourquoi ?). Don, [il]* = 5(z +y)* = [|p2()]|*

—d@l? =2+ y? + 22 > 2 +y? > (2? + yP) + oy car 2 4+ y* > 2y

— Soit ¥ un vecteur quelconque de E, de coordonnées (a, b, ¢)' dans la base ca-

a+b
nonique. Alors py () a pour coordonnées dans la base canonique % a+b
0
a
d’aprés ce qui précede. On a (po(40)|0) = (z +y,z +y,0) [ b | =
c
T(z+y)(a+Db) et par symétrie, on a également (po(¥)|@) = (z+y)(a+Db).

Donc, (p2(@0)|V) = (p2(V)|10)
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Tous les points de la propriété 1.1 sont donc vérifiés.

Avec les mémes notations que précédemment, on a d’autre part :

2

NN |
~—
8
<
SN—

i = pa(@)|* = |

Soit ¢ un vecteur quelconque de F', de coordonnées (a,a,0)" dans la base
canonique. On a :

@ — > = (x — a)® + (y — a)* + 2
Alors :
(z—y)’=(@—ata—y)P’=(@—al+(@y—a)’—2c—a)y—a)
<(x—a)+(y—a)’+(x—a)+(y—a)

= S =9 < (-0 + (y— a)

On en déduit que pour tout vecteur o' de F, |4 — po(@)]|* < ||@ — 7]|* et donc
que : ||@ — p(d)|| = Mingep||td — V]|

Remarquons enfin que [|@ — ps(@)||? = 3(z —y)? + 2% et ||p2(@)|* = 3(z +y)?,
donc :
17 = pa(@)|* + lp2(@)]* = 2* + y* + 2* = ||a||?

et les vérifications sont terminées.

5.3 Application a la régression linéaire simple

La régression linéaire simple consiste, grosso modo, a expliquer une variable
a l'aide d’autres variables ; plus exactement, a trouver la combinaison linéaire
de variables la plus proche (dans un sens qui reste a préciser) d’une variable
fixée.

Le cadre est généralement le suivant : on dispose d’un échantillon de n in-
dividus (au sens statistique du terme) sur lesquels on a relevé les valeurs de
variables y, z1,...,7,. On cherche approcher la variable y par la meilleure
combinaison linéaire possible des variables z1, ..., z,.
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1
Les valeurs relevés sont notées sous forme d’une matrice colonne Y = :

Yn
1 P
l’l . .. xl
pour la variable & expliquer y et sous forme d’une matrice X = :
1 P
x, ... ab

pour les variables explicatives ; X;, la iéme colonne de X, donnant les valeurs

prises par la variable x; sur I’échantillon. Le probléme est donc de trouver
aq

un vecteur @ = : tel que Xa soit le plus proche possible de Y. La
Qp

proximité est ici a prendre au sens de la norme associée au produit scalaire

usuel de R™. On va donc chercher @ qui minimise :

n

p
Y — Xal|* = Z(yi - Z Oéj%‘f)Q
j=1

=1

On peut résoudre ce probléme numériquement, en dérivant 1’expression pré-
cédente en les oy, ..., q, ce qui nous donnerait des équations aboutissant a
une forme explicite pour a.

Nous allons plutot adopter une approche géométrique. Le probléme est de
trouver des coefficients aq, ..., q, tels que || — ay X7 — ... @, X, ||* soit mi-
nimal ; autrement dit, on cherche le projeté orthogonal de Y sur les colonnes
de X. Soit p(Y) = @X ce projeté : Y — p(Y) est orthogonal a 'espace sur
lequel on projette, donc aux colonnes de X. On en déduit que :

XY —aXx)=0

t > _
XY —dX)=0

Si on synthétise toutes ces relations, on a donc XYY — &’X) = 0. Si on
suppose que X est de plein rang, X'X est inversible et on a finalement
a=(X'X)1Xty.

On peut également résoudre ce probléme pour un produit scalaire ¢ quel-
conque. Notons M la matrice de ¢ dans la base canonique. Dans ce cas on
cherche le projeté orthogonal de Y (au sens de ¢) sur les colonnes de X, ce
qui nous donne les équations :

XIM(YY —@X) =0
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XIM(Y —dX) =0

que l'on peut synthétiser en XM (Y — ax ) = 0, ce qui donne finalement
&= (X*MX) X' MY.
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