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Chapitre 1

Quelques généralités sur les processus
stochastiques

1.1 Définition. Notation

Définition 1 Soit I un sous-ensemble de Ry. On appelle processus stochastique (resp. processus
stochastique adapté) la donnée de (Q, F, (X¢)ier,P) (resp. (Q,F, (Fi)er » (Xe)ier, P) o
- (Q, F,P) est un espace probabilisé.
~ (Ft)ser est une famille croissante de sous-tribus de F (on parle de filtration,).
~ Pour toutt € I, Xy : (2, F,P) = (E,B(E)) est une variable aléatoire (resp. Xy est variable
aléatoire Fi—mesurable et on dira que (X); est (Fi) —adapté).

Remarques
1. Un processus stochastique modélise ’état d’un systéme aléatoire au cours du temps. F est
appelé espace d’état. Dans ce cours on se restreindra a £ =R, I =[0,7] ou I = [0, +oc].
Lorsque I = N, on parle de processus a temps discret. S’il n’y pas d’ambiguité, on notera
un processus stochastique simplement par (X¢),.;.
2. Si pour tout t € I, une variable aléatoire X; est donnée, l'exemple le plus simple de
filtration est la filtration naturelle

Fr=0(Xs/s<t), tel.

La filtration naturelle est la plus petite filtration par rapport a laquelle (X;),.; est adapté.

3. Siw € Q, Papplication ¢ — X;(w) est appelée trajectoire. Une trajectoire est donc un
¢élément de ET.

Exemple. Le processus de Poisson (N¢),cp, peut étre défini & partir d’une suite i.i.d (&),en-
de variables aléatoires toutes de loi exponentielle de parameétre A > 0 (la suite étant définie sur
un espace probabilisé (Q, F,P)). On pose So =0et S, =& +...+&, si n > 1. Le processus de
Poisson est alors défini par :

—+00
Ny=> 1g,<
n=1

Les trajectoires de N sont constantes par morceaux est ne croissent que par sauts d’amplitude 1.
On peut alors choisir la filtration naturelle du processus. Ce processus intervient naturellement
dans les problémes de comptage (suite d’arrivées a un guichet, une suite de pannes...). Les
variables &, représentent le délai entre deux arrivées ou observations. On verra plus en détail ce
processus au Chapitre 3.



1.2 Les lois fini-dimensionnelles et le théoréme fondamental de
Kolmogorov

Définition 2 Pour un processus stochastique (Xy)ier, les lois fini-dimensionnelles sont les lois
des vecteurs du type (Xiy,...,Xy,) ot t; <ta < ...<tp.

Proposition 1 Si (t1,...,t,) € I™ vérifie t1 < ... < ty, soit pt, . ¢, laloi de (Xy,..., Xz,).
Alors la famille des lois fini-dimensionnelles vérifient la propriété dite de cohérence i.e :

Heq,...bn (Al X X An) = Mty eti 1t etn (Al Xoooe X Ajq X A X -0 X An);
pour tout n > 2, t; < ...<t, dans I,i=1,...,n, A; = E et A; € B(E) pour j # i.

On s’intéresse alors au probléme réciproque. Etant donnée une famille {4, /(t1, ... tn) € It < ... <t
de mesures de probabilités telles que pour 1 < ... <y, fit,,...+, Soit une mesure de probabilité
sur (E™, B(E™)), peut-on construire un processus stochastique qui posséde cette famille pour lois
fini-dimensionnelles ? Lorsque E = R?, nous allons voir que oui. Introduisons d’abord la tribu
cylindrique sur EX. On appelle cylindre tout sous-ensemble C' de E! de la forme

C = {;p € Bl ja(t1) € Ay, ..., x(ty) € An}>

pour n € N* des éléments t1,...,t, de I, et des boréliens Ay, ..., A,. La tribu cylindrique est la
tribu o (C) ot C est ’ensemble des cylindres. On la note également B(E)®!. On peut remarquer
que si pour tout t € I, p; désigne I'application définie sur E! par p;(x) = z; pour tout z € E!
(projection sur la t—iéme coordonnée), alors

BE)® =5 (p/tel).
La tribu cylindrique est donc la plus petite tribu qui rend ces projections mesurables.

Théoréme 1 (Théoréme de Kolmogorov) Onnote Sp = Up>1 {(t1,....tn) € I"/t1 < ... <tn}.
Soit (HJ)JEsI une famille cohérente de mesures de probabilités sur les produits cartésiens de E.
Alors il eziste un processus adapté (Q,F, (Ft)ses» (Xe)ier,P) tel que

PXJ:MJ, vJ e Sy.

1l est construit tel que :
1. Q=E"
2. Xy :iw Xi(w) =w(t) (t—ieme coordonnée).
8. (Ft)er est la filtration naturelle associée a (Xi)ier.
4. F=B(E)%.

Le processus X s’appelle le processus canonique associé o (/,LJ)JGSI. De plus la mesure de proba-
bilité P est unique sur cet espace.

Remarque. Le théoréme précédent simplifie énormément la construction d’un processus. Il
suffit de disposer d’une famille cohérente de probabilités (les lois fini-dimensionnelles). Cepen-
dant, il s’agit juste d’une premiére étape dans la construction. En effet, on cherchera plutét
a avoir de la régularité sur les trajectoires du processus (continuité ou continuité a droite) ce
qui n’est pas du tout guaranti par le théoréme précédent. D’autres problémes peuvent égale-
ment ce produire : rien ne garantit par exemple la mesurabilité de 'application T définit par
T(w) = inf {t : X;(w) > 0}.



1.3 Versions d’un processus et continuité des trajectoires

Définition 3 On dit qu’un processus stochastique Y est une version de X (on dit aussi modifi-
cation) si
P(X; =Y), tel

Proposition 2 SiY est une version de X, alors X et Y ont les mémes lois fini-dimensionnelles.

La preuve est laissée en exercice.

Définition 4 On dit que deuz processus X et'Y sont indistinguables si P (Vt € I, X, =Y;) = 1.

Remarque. Si X et Y sont indistinguables, alors X et Y sont versions 'un de l'autre. La
réciproque est fausse en général. Par exemple, sur un espace probabilisé (€2, F,P), considérons
une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0,1]. Alors si X; = 0 pour tout ¢t € [0,1] et
Y; = 1y—¢, on peut vérifier que X et Y sont versions 'un de ’autre mais pas indistinguables.

Exercice. Montrer que lorsque I = N, ces deux notions coincident.

Définition 5 — On dit que X est un processus continu si p.s, t — X¢(w) est une fonction
continue sur I.
— On dit que X est cad-lag si p.s, t — X (w) est une fonction continue & droite avec limite
G gauche.

Proposition 3 Deuzx versions cad-lag d’un méme processus sont indistinguables.

Preuve

P{Vte Xy =Y}°) = P(3tel/Xi#Y)
P(3te Q/X: #1)

Y P (X, # V)
teQ
0.0d

IN

Le théoréme suivant donne un critére pour montrer ’existence d’un version continue.

Théoréme 2 (théoréme de continuité des trajectoires de Kolmogorov) Soit I = [0,7]
ou I = Ry et (Xi)ier un processus stochastique ¢ valeurs dans RY. Supposons Uewistence de
constantes a, 3,C > 0 telles que :

E <|Xs - Xt|5> < Ot — s|t*e.

Alors, il existe une version X de X qui est a trajectoires continues (p.s). De plus, sur tout
intervalle [0,u] de I, les trajectoires sont Holderiennes d’exposant y pour tout v < %, c’est a
dire que pour presque tout w, il existe K, > 0 tel que

Xy (w) — Xy(w)| < K t—s|, 0<s,t<u.



Remarque. L’hypothése du théoréme garantit seulement que limy_,q X;y1p = X; en probabi-
lité.

Idée de la démonstration. On peut se limiter & I = [0, 1]. On utilise ’ensemble des dyadiques

DZUmZ()Dm ou
k

s,t€D, s#t ‘t - 3|’Y

On considére alors

On montre en utilisant 'hypothése que E (Mf) < 400 (c’est la partie technique). Ceci permet

de déduire que M, < 400 p.s. On utilise alors le théoréme de prolongement des applications
uniformément continues sur une partie dense (ici D est dense dans [0, 1]) ce qui permet de définit
un processus X qui est a trajectoires continue p.s et qui coincident avec X sur D. Ce processus
X est la version de X satisfaisant les propriétés annoncées.[]

1.4 Les processus Gaussiens

Définition 6 Un processus aléatoire a valeurs dans R? est dit Gaussien si toutes ses lois fini-
dimensionnelles sont Gaussiennes.

Deux fonctions vont servir a décrire la loi du processus : m : I — R définie par m(t) = E (X;)
pour tout t € I est appelée la moyenne du processus X et la fonction I' : I x I — R définie par
I'(s,t) = Cov (Xs, X¢) est appelée la covariance du processus X.

On peut remarquer que la covariance d’un processus vérifie la propriété de positivité suivante :
pour tout J = {t1,...,t,} € Sr et tout n—uplet (a1,...,a,) € R", on a

Z a;a;I (t;,t5) > 0.

1,j=1
En effet, il suffit d’observer que

Zaza] (ti,tj) = <|Zath )

3,j=1

Théoréme 3 Soit m : I — R et I' : I x I — R deux fonctions telles que T' satisfasse la
propriété de positivité ci-dessus. Alors il existe un processus Gaussien X tel que pour tout J =

{tl,...,tn} €Sy
(th, e ,th) NNn (mJ,FJ),

ot my = (m(t1),...,m(tn)) et Ty = [['(ti, tj)]1<ij<n-

Preuve Il est évident que la famille des lois normales de moyenne my et de covariance I';
pour J € St constitue une famille cohérente de probabilités. Le théoréme de Kolmogorov assure
le résultat.[]
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Exemples

— Lorsque I = N, I'exemple le plus simple est 'exemple d’une suite £ i.i.d de variables
aléatoires Gaussiennes centrées réduites.

~ A partir de I'exemple précédent, on peut considérer une marche aléatoire (indexée par
N). On définit Xo = 0 puis X, 41 = X, + &1 pour n > 0. La moyenne de ce processus
est nulle et la covariance I' est définie par I'(¢,5) = min(¢,7) pour i,5 € N. Clest un
mouvement Brownien & temps discret.

— On verra au prochain chapitre un processus Gaussien indexé par I = R, et dont la fonction
de covariance est donnée par I'(s,t) = min(s,t) pour s,t > 0. Il s’agit du mouvement
Brownien.

— On peut construire lorsque I = R une famille i.i.d {X;/t € I} de variables aléatoires
toutes de loi N'(0, 1). Par contre les trajectoires sont trés irrégulieres : 'application (w,t) —
Xt(w) n’est méme pas mesurable par rapport a la tribu produit F & B([I).

Exemple d’utilisation. En théorie du signal, on cherche & localiser une cible (batiment,
avion). Un émetteur couplé & un récepteur émet un signal (s(t))s>0 déterministe qui est réfléchi
par la cible. La récepteur re Cov coit un signal atténué, retardé et bruité

Y, = as(t — to) + By.

On cherche & estimer tg = % le temps d’aller-retour. Le bruit B est supposé Gaussien (pas
forcément i.i.d).

1.5 Temps d’arrét d’un processus

Définition 7 Soit (Fi)ier une filtration et Foo = 0 (UerFy) sa tribu terminale. Une variable
aléatoire 7 : Q@ — T U{+o0} est appelée (F)—temps d’arrét si pour toutt € I, {T <t} € F. On
pose alors

Fr={AecFs/ ¥V tel, An{r <t} e F}.

Fr est une tribu appelée tribu des évenements antérieurs a 7.

Remarque. Si Q = E et pour (w,t) € Q x I, Xy(w) = w(t), Fr = 0(X,/s < t) alors il est
possible de montrer que
Fr=0(Xipnr/t €T).

Proposition 4 Soient o et T deuzr (Fi)—temps d’arrét. Alors
1. 7 est Fr—mesurable.
2. min(o, 7), max(o,7) et o + 7 sont des (F¢)—temps d’arrét.
3. Sio <, alors F, C F;.

Preuve.

1. 11 suffit de montrer que {7 < s} € F., Vs I.Sit€ I, ona
{T < S} N {T < t} = {T < min(37t)} € fmin(s,t) C ft-

2. Soit t € I. Les trois variables aléatoires sont des temps d’arrét a cause des décompositions

suivantes :
{min(o,7) <t} ={oc <t} n{r <t} e F,
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{max(o,7) >t} = {o >t} N {r >t} € F,
{o+7>t} =Ucr<trcoq{o>rin{r>t—r})Uu({o=0}n{r>t}) e /.0
3. Sioc<Tet Ae F, alors
An{r<t}=An{oc<t}n{r <t} e F.

Donc A € F,..[O

Définition 8 Le processus X est dit mesurable si application (t,w) — Xi(w) est mesurable en
tant qu’application de (I x Q,B(I) ® F) vers RZ.

Proposition 5 1. Si X est un processus mesurable el o est une variable aléatoire o valeurs
dans I alors
Xo:w— Xa(w)(w)

est une variable aléatoire.

2. Si X est un processus adapté continu & droite et si T est un (F;)—temps d’arrét alors X,
est Fr mesurable.

Exemple. Si A est une partie de R? et X un processus continu, considérons
A = inf{t > 0/X; € A}.

On peut montrer que si A est fermé alors 74 est un (F;)—temps d’arrét. En revanche si A est
ouvert, on peut montrer que 74 est seulement un (F;")—temps d’arrét avec

f;_ = ﬂe>0~/_"t+e'

On pourra faire un dessin. Ceci améne alors a considérer plutdt la filtration élargie (]—";“).

1.6 Estimateur du Maximum de Vraisemblance (EMYV)

Soit (G, G) un espace mesurable quelconque et X : (2, 4,P) — (G, G) une variable aléatoire.
Supposons que Px appartienne a une famille de mesures de probabilité P = {FPy/0 € ©}.
On dira qu’une mesure p sur (G, G) domine la famille P si pour tout A € G :

WA)=0 = VYOO, PyA)=0.

Le théoreme de Radon-Nikodyn assure 'existence d’une fonction = — p(z,6) définie sur G et
telle que pour tout 8 € © :

Pg(A):/Ap(:L‘,H)u(da:), Aeg.

La mesure p dominante n’est pas unique (car u + v est encore une mesure dominante pour
n’importe quelle autre mesure v sur (G,G)). Cependant si p; et pg sont deux mesures domi-
nantes, alors les densités notées pi(-,0) et p1(-,0) respectivement peuvent différer uniquement
d’un facteur indépendant de 6. En effet si

dpr = fid(pr + p2), dus = fod(p1 + p2)

12



(en utilisant toujours le théoréme de Radon-Nikodyn), alors si A € G :

By(A) = /A pa(z, )11 (dr) = /A p(z,0) 1 () (n (d) + pn(d))

Py(A) = /A pa(z, )iz (dr) = /A pa(,0) fole) (1a (da) + pa(dr))

Pour une mesure dominante p donnée, 'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre
0o (ou Px = Py,) est défini par

0(X) = argmaxp (X,0).
0cO

La définition est valide si le maximum est bien atteint en un point. On supposera (ou on essaiera
de supposer) que pour deux valeurs 61 # 6 alors Py, # Py, (hypothése d’identifiabilité).

L’exemple de n observations indépendantes. Lorsque on a un n—uplet de variables
aléatoires réelles i.i.d X = (Xi,...,X,) et que la densité de X; appartient & une famille
{fg/@ €0 C Rd}, on peut choisir 4 comme la mesure de Lebesgue sur R" et on aura :

A~

0(Xy.... X,) = X)),
(X1, .., Xn) argglegil;[lfe( )

Un exemple d’observations dépendantes. Il s’agit d'un exemple d’un chaine de Markov &
temps discret. A I'aide d’une suite i.i.d (&;);>1 de variables aléatoires N (0, 1), on définit Xo =z
pour z € R et

Xj+1:an+£j+la 7=0,...,n—1

Le vecteur (X1,...,X,) est un vecteur Gaussien dont la densité est donnée par

Sxi X (@1, @) = fxx, oy (@nl@n—1) X fx, X, 0 (@n—1]Tn—2) XX fx, x, (T2|21) X fx, (21).

Pour j=1,...,n—1,ona X;1|X; =z ~ N (az;,1) et donc

1 (zj41 — z5)?
Ixiox; (@ipalz;) = \/T—WGXP <—2 ~

L’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre = a est défini par

R 1 1 n—1
a(Xy,...,X,) = arg max @ny exp | —5 g (zj11 — az;)? + (v1 — ax)?
j=1

EMYV et bijection. Supposons qu’il soit difficile de déterminer la loi de X que ’on suppose
appartenir & une famille {Py/0 € O} mais que pour une bijection bi-mesurable g : (G, g) —
(G, G), il existe une variable aléatoire

)

Y (Q,F,P) > (ég)

13



telle que X = g(Y). Alors on a (X) = 0(Y). En effet, on a pour une fonction h :
E(h(Y)) = E(hog '(X))

— [ 1l @) ple O)utin)

= / h(y)p (9(y), 0) pg—1 (dy).

ot 1,1 est la mesure image : pg-1(A) = p(g(A)) pour A € G. On a bien

0(X) = argmaxp (X, 0) = argmaxp (g(Y),0) = 0(Y).
0cO 0cO

Cette observation sera en particulier utile pour les processus de sauts.
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Chapitre 2

Le mouvement brownien

Ce processus stochastique trouve ses origines dans divers domaines, en tant que phénomeéne
naturel et objet mathématique. Ce processus est mis en évidence par le botaniste Brown en
1827, qui observe les mouvements incessants et désordonnés d’une particule en suspension dans
un liquide, puis par Bachelier en 1900 qui étudie les fluctuations du cours de la bourse et aussi
par Einstein en 1905 qui étudie les impulsions transmises a une particule par les molécules du
milieu, soumises & agitation thermique. En 1923, Wiener batit un modéle de processus dont les
trajectoires sont continues avec vitesse infini en tout point. Depuis le mouvement brownien a
beaucoup été étudié et est a la base de nombreuses modélisations.

2.1 Définition et existence

On rappelle qu’une variable aléatoire X est dite indépendante d’une tribu F lorsque X est
indépendante de toute variable aléatoire Y : Q — RF mesurable par rapport a F.

Définition 9 Un processus B = (Q,]:, (Ft)i>0» (Bt)i>o ,IP’) a valeurs réelles est appelé mouve-

ment Brownien si :
1. Bp =0 p.s.

2. 8510 < s <t, alors la variable aléatoire Bt — By est indépendante de Fy et suit une loi
normale N'(0,t — s).

3. B est un processus continu.

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition précédente.

Proposition 6 Tout mouvement brownien est un processus & accroissements indépendants et
stationnaires (PAIS) : pour tg < t; < ... <ty, les variables aléatoires By, — By, ,, k=1,...,n
sont indépendantes et leur loi respective ne dépend que de la différence tp, —tp_1, k=1,...,n.

Théoréme 4 Soit B un mouvement brownien. Alors B est un processus Gaussien centré (i.e
de moyenne nulle) et dont la fonction de covariance est donnée par

Cov (Bs, B) = s At s,t € Ry (2.1)

Inversement, tout processus Gaussien, continu, centré et dont la fonction de covariance est don-
née par est un mouvement brownien en considérant la filtration naturelle du processus (i.e
Fi=0(X,/0<s<t),t>0)

15



Preuve.
— Si B est un mouvement brownien alors pour t1 < to < ... < t,, le vecteur des accroisse-
ments
(Btlthg — Btl, ceey Btn — Btnfl)

est un vecteur gaussien centré car il est formé de variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes. Ainsi le vecteur (By,, ..., By, ) est aussi un vecteur gaussien centré, car image du
vecteur précédent par 'application linéaire f : R™ — R"™ définie par

f(x) = (z1,21 + 22, ..., 21 + T2+ ... Ty), xz € R"
Donc B est un processus gaussien. L’indépendance de accroissements entraine que
Cov (By — Bs,Bs) =E(B; — Bs)E(Bs) =0

pour s < t. On en déduit que Cov (B, Bs) = Var (Bs) = s. Par symétrie de s et de ¢, la
fonction de covariance a bien 'expression annoncée.
— Inversement, soit B un processus gaussien, continu, centré et dont la covariance est donnée

par (2.1). Posons

Fi=0(Bs/0<s<t), t>0.

Alors on a Var (Bp) = 0 donc By = 0 p.s. Soient t > s > 0 et ri,...,r; < s. Alors le
vecteur (By — Bs, By, ..., By, ) est un vecteur gaussien. De plus

Cov (Bt — Bs, By;) = Cov (B, B;;) — Cov (Bs,By,) =r; —r; =0, 1<i<k.

Ainsi B; — B; est indépendante du vecteur (By,, ..., By, ). Ceci suffit & affirmer que B; — B
est indépendante de la tribu Fs. De plus si s < ¢, le couple (Bs, By) est gaussien donc la
variable aléatoire By — By suit une loi normale de moyenne 0 et de variance

Var (B; — Bs) = Var (B:) + Var (Bs) —2 Cov (B, B:) =t —s.
B vérifie bien la définition d’un mouvement brownien.[]

Nous n’avons pas encore prouvé I'existence du mouvement brownien. On peut la justifier en
appliquant les résultats vus au Chapitre 1.

Théoréme 5 Posons I = Ry. Il existe une mesure de probabilité P sur [’espace probabilisable
(RY, B(R)®T) tel que le processus des coordonnées (Xy),c; soit un mouvement brownien (pour sa
filtration naturelle).

Preuve. D’aprés le théoréme précédent, il suffit de prouver I'existence d’un processus gaussien,
continu, centré et dont la covariance est donnée par . On va utiliser le résultat du Chapitre
1 sur Dexistence des processus gaussiens. Il suffit en fait de vérifier que la fonction I' : 12 — R,
définie par ['(s,t) = s At pour (s,t) € I?, satisfait la condition de positivité. Soit 0 < 1 <t <
oo <ty et up,ug,...,u, € R. Alors il est possible de montrer (en utilisant une récurrence sur
n) que

n
Z uiuj(ti/\tj) >t (u1+u2+...+un)2,
ij—=1

ce qui implique la condition de positivité. Ainsi il existe bien un processus gaussien noté B,
centré et dont la covariance est donnée par ([2.1J).
Nous montrons ensuite qu’il est possible de trouver une version continu de ce processus ce qui
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achévera la preuve du théoréme. A cet effet, nous allons utiliser le théoréme de continuité de
Kolmogorov (cf Chapitre 1). Le processus B vérifie les hypothéses de ce théoréme en posant
B=4,a=1et C =3. En effet, si t > s, la variable aléatoire Et — Es a méme loi que \/t — sX
ou X ~N(0,1) et on a donc

E ((Et - §5)4> — (t— $)’E (X*) = 3(t — s)%.

Le théoréme est prouveé.l]

La proposition suivante donne des propriétés d’invariance du mouvement brownien. Ces pro-
priétés exprime le fait que modulo le centrage et la multiplication par un scalaire, les changements

de temps ¢ > 2tb

ord laisse la loi du mouvement brownien invariante.

Proposition 7 Soit B = (Q,]—", (Ft)i>0+ (Bt)i>o ,P) un mouvement brownien. Soient s et c

deuz nombres réels avec s > 0 et ¢ # 0. Alors les processus suivants sont aussi des mouvements
browniens.

1. BY) = —B (avec la méme filtration).
2. B® = B., — B, (avec la filtration naturelle associée).

3. B®) = cB_, (avec la filtration naturelle associée).

4. B§4) =tB1 sit >0 et B(g4) =0 (avec la filtration naturelle associée).
t

Preuve. Nous laissons cette preuve en exercice, sauf pour le processus X = B® pour lequel
nous montrons la continuité en 0, ce qui n’est pas immeédiat. On admet que (X¢),~ et (By),~q ont

les mémes lois fini-dimensionnelles. De plus, il est clair que les trajectoires de B sont continues
sur |0, +oo[. Ainsi, pour tout N € N* on a p.s

1 1
sup{|Xt|/0 <t< N} :sup{|Xt|/0 <t< N’t € Q}.

Ainsi ) .
{ lim X; = 0} = Ngen* Unen= {Sup{|Xt|/O <t< N,t S Q} < k} .

t—0t

Les variables aléatoires Y = sup {|X;|/0 <t < +,t € Q} et Zy =sup {|B,|/0 <t < %,t € Q}
ont méme loi (le vérifier). Ceci entraine en utilisant les propriétés de continuité supérieure et
inférieure de la mesure P :

1
P(lith:()) = lim lim IP’(YN<>

t—0+ k—o0 N—o0 k

= lim lim ]P’(ZN < 1)

k—o0 N—o00 k

=P < lim B; = 0)
t—0t
= 1.0

Proposition 8 (loi des grands nombres) Un mouvement brownien B vérifie

lim =% =0, p.s.
oo ¢ » Ps
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Preuve. Il s’agit d'une conséquence immédiate de la preuve précédente car nous avons montré
que
lim tB1 =0, p.s.0J

t—0+ t

Remarque. On peut aussi obtenir cette loi des grands nombres directement en écrivant

[t]

1

— =1 2_(Bi—Bi)+ B - By
i=1

et en utilisant la loi des grands nombres pour les variables aléatoires i.i.d. Mais il est nécessaire

de controéler le reste
|B: — By
sup ————,
>0 t

ce qui pourra se faire en utilisant ’inégalité de Doob pour les martingales (cf Chapitre 7).

La définition du mouvement brownien se généralise & la dimension d > 1.

Définition 10 Un processus B = (B(l), . ,B(d)) & valeurs dans R est un mouvement brow-
nien d—dimensionnel si et seulement si les processus coordonnées BW ... B9 sont des mou-
vements brownien réels, indépendants entre eux.

Exercice. On pourra montrer qu’un processus B a valeurs dans R? est un mouvement brownien
si et seulement si les deux propriétés suivantes sont réalisées :

- Bo =0 p-s,

— le vecteur By — Bs est indépendant de Fy et de loi Ny(0, (t — s)I4) pour s < t.

2.2 Construction par marche aléatoire
On peut approcher la distribution du mouvement brownien a l’aide d’une marche aléatoire.

Pour simplifier on se restreindra & I = [0, 1]. On se donne une suite (&;);en+ 1.1.d de variables
aléatoires telles que

Pl = 1) =P(E=1)= .
On pose alors
1 [
Znt) = o Z;E + (nt — [nt]) g1 |, tET, (2:2)

en adoptant la convention 29:1 = 0. Z, est donc une variable aléatoire a valeurs dans F' =
C(I,R) muni de la tribu cylindrique. On peut en fait montrer que la tribu des cylindres sur F'
coincide avec la tribu borélienne B(F) (tribu engendrée par les ouverts) lorsque F' est muni de
la norme infini :

B(F)=0({Bx(f.r)/f € F,r>0}).
On a posé

Buo(for) = {g € Fsuplg(t) — (1) < } |
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Ainsi Pz, (loi de Z, sous P) est une mesure de probabilité sur (F,B(F)) au méme titre que
d’ailleurs que Pp lorsque B est un mouvement brownien (on parle alors de mesure de Wiener
pour désigner la loi du mouvement brownien).

Les Figures [2.3] et 2.4] montrent des trajectoires obtenues pour Zy lorsque N = 10,100, 3000
respectivement. Le théoréme de Donsker (1951) assure que Py converge en loi vers la mesure
de Wiener, au sens ol

lim B (h(Zn)) = E (h(B)),

pour toute fonction h : F' — R continue bornée. En fait ce théoréme de convergence vaut aussi
pour des suites £ plus générales.

Théoréme 6 Soit £ une suite i.i.d de variables aléatoires centrées et de variance 1. Alors la
suite de processus (Zn),cy (0% Zy est défini en ) converge en loi vers la mesure de Wiener.

En particulier, on est assuré de la convergence des lois fini-dimensionnelles :

lim (Zp(t1), ..., Zn(tr)) = (B(t1), ..., B(t)), en loi

n— o0

pour tout t; < to < ...,tx. 1l suffit d’appliquer le théoréme de Donsker en considérant des
fonctions de la forme f — h (f(t1),..., f(t,)) oit b : R¥ — R est continue bornée. Cependant la
convergence des loi fini-dimensionnelles ne suffit pas a montrer la convergence en loi.

Exemple d’application. En posant h(f) = sup,cr|f(t)] et S; =& + ...+ &, le théoréme de
Donsker assure que

n_}rr;o T max Si = ilelp | By|, en loi.

On peut chercher la loi limite & partir de celle de la marche aléatoire symétrique en utilisant le

principe dit de réflexion. On pose M,, = maxo<i<n ;.

Lemme 1 On a pour tout entier naturel a

P(M,, > a) = 2P(S,, > a) + P(S,, = a).

Preuve. Lorsque a = 0, on a M, > Sy = 0 et P(S,, > 0) = P(S,, < 0) par symétrie. On
obtient alors
P(M, > a) = 2P(S,, > a) + P(S, = a) = 1.

Supposons a > 0. On
P(M,, >a) —P(S, =a) = P(M,>a,S, <a)+P(M,>a,S,>a)
P(M,, > a,S, < a)+P(S, > a).
11 suffit donc de prouver que

P(M, > a,S, <a)=P(M, > a,S, > a). (2.3)

Pour cela, il suffit de remarquer que chaque trajectoire de la marche a la méme probabilité
d’apparition (1/2"). De plus si une trajectoire vérifie S,, > a, on peut lui faire correspondre
une trajectoire qui vérifie S, < a : il suffit pour cela de remplacer S; par a — (S; — a) dés que
j > k ou k est le premier indice pour lequel S; = a (voir Figure . Parmi les trajectoires qui
franchissent le seuil a, on définit ainsi une bijection entre celles qui vérifient S,, > a et celles qui
vérifient S,, < a. On a donc bien 1’égalité et le lemme est prouveé.[]
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FIGURE 2.1: Principe de réflexion

Proposition 9 La loi de sup,c; By est égale a celle de |By|, c’est a dire

a1 $2
P sup By < a) = 2/ exp (> dx,
<t€l ! 0o V27 2

pour tout a > 0.

Preuve. On applique le lemme précédent avec a,, = [ay/n] + 1. On a ainsi les égalités :

Mn = a = a =a
P (\/ﬁ > a> =P(M, > an) = 2P(Sp > an) + P(S, = ay).

Comme ay/n < a, < ay/n+ 1, on a 'encadrement

21@(5%2a+\/17l)gP(Afg>a)§2P<\S/’%za)+P(agj%ga+1n>.

En utilisant le théoréme central limite et le lemme de Slutsky (voir le Lemme [2)), on a

P<agj’%ga+\}ﬁ>—P(S’;—1nga>—19><j%<a> " d(a) — ®(a) =0,

ou ® désigne la fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite. En réitérant ce type
d’argument, on voit que les deux bornes de ’encadrement précédent converge vers la méme
limite. De plus

JL%P(A%M) —2(1-®(a)),

ce qui prouve la proposition.[]

Remarque. On en déduit également la loi de la variable aléatoire supy<s<; Bs pour tout
t € Ry. En effet en utilisant la propriété d’invariance du mouvement brownien (cf Proposition
, nous avons les égalités en loi suivantes

sup Bs =/t sup B: = Vitsup B, = Vt|Byi| = |By|.

0<s<t 0<s<t sel
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Application a la détection de rupture. Le théoréme de Donsker permet de considérer des
tests pour détecter des phénoménes de rupture de la loi de n variables aléatoires indépendantes.
Par exemple on peut chercher & savoir si la moyenne de I’échantillon (X,...,X,) change au
cours du temps. Soient m € R et 0 € R?%. Ghorbanzadeh et Picard [2] proposent de tester les
deux hypothéses suivantes.

HO : Les variables aléatoires X1, ..., X, sont i.i.d de loi F}, de moyenne m et de variance o2.
H1:Texiste 7 €]0,1[tel quesik € {1,...,[n7]}, X1,..., Xj sontii.ddeloi F1 et Xp41,..., Xn
soient i.i.d de loi Fh toutes de moyenne m’ > m et de variance o2.

La statistique de test utilisée et A} = SUP;eo,1] Zn(t) = ﬁ maxg<j<n 9; Ol on poseici & =

Xi—m
o ?
1 <4 < n.L’hypothése HO sera acceptée si A} n’est pas trop élevé. Sous Hy, A}, converge en loi

vers |By|. La zone de rejet (de H0) pour ce test est alors :
{)\:L > Za}v

ou P(|Bi| > za) = a. z est donc le quantile d’ordre 1 — /2 de la gaussienne centrée ré-
duite. Lorsque Fy = Fy, est une légere modification de Fj, Ghorbanzadeh et Picard ap-
pliquent cette procédure pour détecter une rupture du taux de lymphocytes T4 chez des pa-
tients HIV-positifs. IIs étudient également la puissance de ce test (c’est a dire la fonction
(7’, Fl,FQ) — ]P)7-7FLF2 (X;L > Za)).

Le test présenté ici est unilatéral (on suppose que la moyenne ne peut qu’augmenter). On peut
proposer un test bilatéral (on suppose alors m’ # m dans H1), en rempla Cov cant A} par
Supyepo,1] [Zn(t)] et en utilisant la loi limite de sup,cy|B:| qui est également une loi dont on
connait 'expression.

Lorsque la moyenne m est inconnue, un test de rupture est parfois basé sur la statistique de test

By = sup | Zy(t)/q(t)],
tel

ou ¢ = % pour 1 < i < n, Zy(t) = Zn(t) — tZn(1) et q(t) est un poids qui permet d’obtenir
une bonne puissance si il est correctement choisi (le livre de Csorgé & Horvath [I] étudient les
asymptotiques pour ce type de test). Lorsque ¢(t) = 1, on peut voir que sous HO, 3} converge
vers sup,cy | By — tBq| a l'aide du théoréme de Donsker. Le processus Wy = By —tBy, t € I est
appelé pont brownien (il s’agit d’un processus gaussien, centré, continu et de covariance donnée
par I'(s,t) = min(s, t) — st pour 0 < s, < 1). Cette loi limite intervient également dans le test
de Kolmogorov-Smirnov pour tester I’adéquation de la loi d’un échantillon & une distribution
donnée.

2.3 Statistique sur un mouvement brownien avec drift
Soit X le processus défini par
Xt:Mt+UBt, t€R+,

ol B est un mouvement brownien. On suppose que X est observé aux temps t1 < to < ... < t,.

2.3.1 L’estimation par maximum de vraisemblance

X est un processus gaussien et nous allons déterminer ’estimateur du maximum de vraisem-

blance du couple (u, o). Pour cela on pose Y] = % et

_ Xty — Xy
Vi =1t
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Les variables Y7,...,Y,, sont indépendantes et nous pouvons calculer le maximum de vraisem-
blance a partir de cet échantillon (qui est 'image de I’échantillon initial par une fonction bijec-
tive). La loi du vecteur Y = (Y71,...,Y,) a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R™ et qui est donnée par

fry) =11 M), yer™
=1

Posons s1 =ty et s; =t; —tj_1si j = 2,...,n. Comme Y; NJ\/'(,u\/sﬁ-,az) pour 1 <i <n, on
obtient une fonction de vraisemblance L définie par

1

L(p,0) = Wexp <—2}‘2 ; (Vi — Mﬁ)Q) ;

pour (p,0) € R x R% . La log-vraisemblance £ est alors définie par

n 2
_ Y — py/s;
ﬁmmﬂ—Mmeﬁ—ifmﬂhﬁ)—E:(ﬁ;)
=1

Les dérivées partielles sont alors

/PN U
@(%U )——02;\/5(3@—#\/5),

o n 1 «
W(ﬂaaz) = o2t ﬁZ(Yz — /50)%,
i=1

ce qui donne pour estimateurs
o Xy, o 1 N 2
M:t ) U:g§ (Y;_M\/Si)'
n

i=1

Au niveau de la convergence, lorsque t, — oo, la loi des grands nombres pour le mouvement
brownien assure la convergence presque stre de fi vers u car
By
f=pto-—.

n

De plus fi ~ N (,u, g) On dispose également de la loi de 2 mais nous allons d’abord comparer

ces estimateurs a ceux obtenus par moindres carrés dans le modeéle linéaire gaussien (ce qui
permettra de déduire facilement la loi de 6% en appliquant le théoréme de Cochran).

2.3.2 Meéthode des moindres carrés : le modéle linéaire gaussien

By, — By,
Posons g1 = % etpouri=2,...,n, & = % Le vecteur Y = (Y7,...,Y,)" admet la
décomposition
Y =Hp+ oe,

ou H = (1/31, cees 1/sn)/. L’estimateur des moindres carrés fic de p est défini par

fic = argmin |V — Hyl|,
pER
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et est égal a

fo = (H'H) " H'Y = o
ln
Remarquons que H [ic s’'interpréte comme la projection orthogonale de Y de R™ sur le sous-espace
vectoriel engendré par le vecteur H. Notons Q = t,' HH’ la matrice de projection associée. On
retrouve 'estimateur du maximum de vraisemblance. Pour 2, I'estimateur des moindres carrés
est défini par
2 1 N2

62 = —— IV — Hicl| = 4"

n—1

De plus,
Y—Hjic=Y - QY =0o(I —Q)e.

Le théoréme suivant est utile.

Théoréme 7 (Cochran) Soit U un vecteur gaussien centré réduit o valeurs dans R™ et P la
matrice de la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F' de dimension k. Alors les
vecteurs aléatoires PU et U — PU sont indépendantes et | PU||? suit la loi x*(k) (loi du Khi-deux
a k degrés de liberté).

Preuve du théoréme. Les vecteurs PU et U — PU sont gaussiens et il suffit de montrer qu’ils
sont décorrélés pour affirmer qu’ils sont bien indépendants. Mais en utilisant les égalités P’ = P
et P? = P, on obtient

Cov (PU,U—-PU)=E(U'PU)-E((U'P'PU)=E(UPU)-E(U'PU) =0,

ce qui prouve I'indépendance. De plus, si {f1,..., fx} est une base orthonormée de F', on sait
que
& 2
2
1PUI2 = (U75).

J=1

De plus, pour 1 < j < k, U'f; ~ N(0,1) et Cov (U'f;,U’fr) = 0si ¢ # k. Il s’agit donc bien
d’une loi x2(k).O

En appliquant ce théoréme a P = Q et U = ¢, on déduit que les estimateurs /i et 62 sont
indépendants. En posant P = I — ) (matrice de projection sur I'orthogonal de Vect(H)) et
U = ¢, on en déduit que 62 ~ %XQ(n — 1). De plus 6¢ est 'estimé ajusté de fa Cov con a
étre sans biais. L’un ou 'autre de ces deux estimateurs converge en probabilité lorsque n — oo
puisque pour € > 0, on a

P62 0% >¢) = P <| >z} -1 > nea2>
=1

1 2 2
o py E ((Zl -1) ) )
en considérant des variables aléatoires Z1,...,7Z, i.i.d N(0,1) et en appliquant U'inégalité de

Tchebychev.
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2.4 Variation quadratique et variation totale

Proposition 10 Soit A une subdivision 0 =ty < t; < ... <t, =T de l'intervalle [0,T] et soit
|A| = maxi—g,._p—1 (tiv1 — ti) le pas de cette subdivision. Alors
p—1
lim > [By,, — B,[*=T, dansL?®

|A]—0 =0

On dit que T est la variation quadratique du mouwvement brownien sur [0,T].

Preuve. Posons V = Zf;& |By,., — Bti’2- Alors E(V) =T et

i4+1
p—1
E(V-TP) = Var (V) =2 [ti1 — ;| < 2T|A],
1=0

ce qui prouve la proposition.[]

En revanche, la variation dite totale est infinie. Cette propriété aura son importance lorsque
nous construirons 'intégrale stochastique. Si f : [0,7] — R est une fonction et A = (to,...,tp)
est une subdivision de [0, 7], notons

p—1
VAO,T) = |f (tixr) — f (1) |
1=0

et
Vi (0,T) = sup {VfA(O, T)/ A subdivision de [0,T7]} .

V¢ (0,T) est appelé la variation totale de f sur [0,77].

Proposition 11 On a
Ve (0,T) =400, p.s .

Preuve. Il suffit de remarque que si A est une subdivision de [0, 7] alors

p—1 p—1
Z |Bti+1 - Bti|2 < sup ‘Btiﬂ - Bti| X Z ’Bti“ N Bti|
i=0 ! =0
< qu‘Bti+l _Bti| X VB (O,T).
7

Lorsque |A| — 0 alors sup; | By, , — By,| — 0 p.s a cause de la continuité uniforme des trajectoires
sur [0, 7. En revanche pour une suite de subdivision A,, dont le pas tend vers 0, on peut supposer
quitte & considérer une sous-suite que la somme des carrés des accroissements converge p.s vers
T > 0. D’apreés les inégalités précédentes on a forcément Vg (0,7) = +00 p.s.0

Remarque. La preuve de la proposition précédente montre également que si la variation totale
d’une fonction continue est finie alors sa variation quadratique est nulle. Une fonction f de classe
C! sur un intervalle [0, T] est & variation finie et on peut montrer que la variation totale de f
sur [0,7] vaut fUT |f/(s)|ds < oo. Le mouvement brownien a donc des trajectoires beaucoup
plus irréguliéres. D’ailleurs le taux d’accroissement % ~ N (O, %) converge vers 400 en
probabilité ce qui empéche les trajectoires d’étre dérivables au point ¢ (on peut méme montrer
que p.s, les trajectoires du mouvement brownien sont non dérivables en tout point).
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2.5 Exercices

EXERCICE 1 Sans utiliser le théoréme de Donsker, montrer que les lois fini-dimensionnelles de
la marche aléatoire convergent vers les lois fini-dimensionnelles correspondantes du mouvement
brownien (on pourra plutoét montrer la convergence en loi des accroissements). Le lemme de
Slutsky s’avérera utile (voir [3] pour une preuve de ce résultat).

Lemme 2 Soient (X, )nen et Y = (Yy,)nen deuz suites de variables aléatoires a valeurs dans R¥
et RY respectivement. On suppose que la suite (Xn)n converge en loi vers une variable aléatoire
X et que (Yy)n converge en probabilité vers une constante y € RY. Posons Z, = (X,,Y;,) pour
n € N. Alors la suite (Zy,), converge en loi vers le couple (X,y). En particulier lorsque k = £
ou =1, on a les convergences en loi suivantes :

lim (X, +Y,) =X +y, lim X,Y, = Xy.

n—oo n—oo
EXERCICE 2 Construire une suite de fonctions continues (zy), de [0,1] dans R, convergente
point par point vers 0 avec supycpq]|2n(t)] = 1 pour tout n € N. En déduire que la suite
de mesures (0, ), converge vers dp au sens des loi fini-dimensionnelles mais pas au sens de la
convergence étroite sur E = CY([0, 1], R).

EXERCICE 3 Soit (S;)ien la marche aléatoire symétrique et M, = maxo<i<nSi, n € N. En
utilisant le principe de réflexion, montrer que si (a,b) € Z x N vérifie a < b alors

P (M, >b,8, <a)=P(S, <a—2b).

En déduire que pour tout ¢ > 0, la loi du couple (Bt,supsgt Bs) (ot B est un mouvement
brownien) a pour densité la fonction f: R? — R, définie par

)2
flay) = (2/mt%)" (2y — 2) exp (—(2y2t)> lysoa<y,  (z,y) €R%

On pourra appliquer le théoréme de Donsker et obtenir une expression de la densité pour ¢t = 1.

EXERCICE 4 Si U est un pont Brownien, montrer que (Ul—t)te[o 1] est aussi un pont Brownien

et que le processus <(t + 1)Ut%1)t>0 est un mouvement Brownien.
EXERCICE 5 Soient X1,...,X,, n variables aléatoires indépendantes et toutes & valeurs réelles.
On suppose que pour 1 < i < n, X; a une densité x — f(x,6;) par rapport a la mesure de
Lebesgue ou 6; € © est un paramétre inconnu. On considére les deux hypothéses suivantes :
HO0:0;,=0%1<i<n.

Hl:TNexiste ke {l,...,n—1} tel que 0y = ... =0, = 0" et Opy1 = ... = 0, = 0" £ 0%,

ol 0" et 0** sont deux parameétres non connus. Un test classique est basée sur la statistique du
rapport de vraisemblance

SuPgee Ln(Y)

T, .
"7 supg,ce Li(0) x supg,co Ln,k(9)

k

ou Ly(0) = Hle f(Xi,0) et Ly p(0) = [Ti—piq f(Xi,0) si 1 <k < n. Lorsque les observations
sont gaussiennes avec une variance o connue, montrer que si 1 < k < n,

2

1 k
—2In(Th ) = | ——=—= max |[S, — =Su| | ,
E(l _ E) 1<k<n n

n
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oupour 1 <i<n, S, =X1+...+ X,
De fa Cov con générale, I’idée de ce test basé sur un rapport de vraisemblance est de rejeter H0
si Zy, = maxi<p<n —21n(7T), 1) n'est pas trop élevé.
EXERCICE 6 Soit (By)o<t<1 un mouvement brownien. Pour ¢ € [0, 1], on définit G; = o (B1, Bs : s < t).
1. Montrer quesi 0 < s<t<1,0na
t—s
1—s

E (B, — B,|Gs) = (B, — By).

Indication : siug < ... <wu; =s <t <1 on a toujours E(B; — Bs|B1, By,,-..,By,) de
la forme

d
aBu, + Y B (Bu, — Bu;_,) + B(B1 — By,).
j=2
2. Montrer qu’en revanche, le processus [ défini par
¢ Bl - Bs

- B, —
=B [

ds, 0<t<1,

est un G;—mouvement brownien, indépendant de Bj.
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Ficure 2.5: Approximation de la trajectoire

FIGURE 2.4: t — X3000(t) J'un brownien 9D
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Chapitre 3

Processus de Poisson

3.1 Le processus de Poisson simple

Définition 11 Soit (X¢)i>0 un processus stochastique & valeurs réelles. On dit (Xt)i>0 est un
processus de comptage si pour P—presque tout w € Q, la trajectoire t — Xy(w) est croissante par
sauts de 1, continue & droite et telle que Xg =0 p.s.

Définition 12 Un processus de comptage (Nt)i>0 est appelé un processus de Poisson simple si :
1. Ng=0 p.s.

2. le processus est a accroissements indépendants, c’est a dire Nyis — Ny est indépendante de
o (Ny :u < s) pour tous t,s > 0.

3. Pour tous s et t positifs, la variable aléatoire Niis— Ny suit une loi de Poisson de paramétre
At ot A\ est un réel strictement positif.

Remarque
— Les accroissements d'un processus de Poisson sont aussi stationnaires car la loi de Nyys— N
est la méme pour toute les valeur de s.
— Le paramétre \ est appelé U'intensité du processus (on rappelle que la moyenne d’une loi
de Poisson de paramétre A\ vaut \).

Des exemples de modéles
— N peut représenter le nombre de clients arrivés a un guichet avant 'instant ¢ (ou le nombre
d’appels vers un central téléphonique). On peut également s’intéresser au nombre de pannes
d’une machine a 'instant ¢, la machine étant réparé immédiatement aprés chaque panne.
— Ce processus a aussi été aussi utilisé pour modéliser le nombre de désintégrations de
particules radioactives dans un intervalle de temps donné. Plus précisément si on considére
un n—uplet (X%n), . ,Xfln)) de variables aléatoires toutes indépendantes entre elles et

toutes de loi exponentielle de paramétre A/n (représentant les durée de vies des particules),
alors le réarrangement croissant de ces variables aléatoires converge en loi vers la suite des
temps de sauts d’un processus de Poisson d’intensité A (voir [2] page 247).

Proposition 12 Soit N un processus de Poisson simple. Alors N est un processus stationnaire
d’événements rares :

= P(Nggp — Ny =1) = A+ o(h).

- P(Nt+h — Ny > 1) = O(h)
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Preuve. On a

P(Npyp— Ny =1) = Mhexp(—Ah)
A (14 0(1))
— A+ o(h).

De méme, on a

P(Nyyp — Ny >1) = 1—Ahexp(—Ah) —exp(—Ah)

Proposition 13 Si 0 =Ty < T < ... < T, < ... sont les instants de sauts du processus de
Poisson simple alors

N, = Z]lmgt}.

n>1

De plus les instants (T, — Ty,—1),,~, d’inter-arrivées sont des variables aléatoires indépendantes
et toutes de loi exponentielle de parameétre . La densité de (T1,...,T),) est donnée par

f(Tl,...,Tn)(tb o tn) AT exp (—Aty) Loct, <. <t -

Preuve. Soient tq,h1,...,t,, h, des nombres réels positifs tels que
O<ti<ti+hi <ta<tothe<...<tp,<ty-+ hy.
On a alors en utilisant I'indépendance et la loi des accroissements

P(tl <Ty <ti4+hi,... th<Ty <tn+hn)
P (Ntl =0,Nygny —Ney =1L, Ny = Ny, = 0,000, Ny, = Ne oy qoh oy = 0, Ny, — Ny, 2 1)
= ©€Xp (_)‘tn) A'hy - hpq (1 - exp(—)\hn)) :

En divisant par le produit hj---h, et en faisant tendre h vers 0, on obtient la loi annoncée
pour le vecteur (71,...,7T;). La formule du changement de variables permet alors de montrer
que la densité du vecteur (T3 — Ti—1);<;<,, est bien celle d'un n—uplet de variables aléatoires
indépendantes toutes de loi exponentielle de paramétre \.[J

Remarque. Ce résultat permet d’envisager une définition du processus de Poisson & partir
d’une suite i.i.d & de variables aléatoires toutes de loi exponentielle de paramétre A. En effet
en posant T, = Y ;| & le processus N défini par N; = >, o, I,<¢ si t € Ry a la méme loi
qu’un processus de Poisson (si ce processus de Poisson existe vraiment). Il faut donc vérifier que
le processus obtenu avec cette suite i.i.d de variables aléatoires vérifient bien la définition du
processus de Poisson. On pourra consulter 'ouvrage [2] pour les détails de cette vérification.

Proposition 14 Conditionnellement a { Ny = n}, le vecteur (T1,...,T,) a méme loi que les sta-
tistiques d’ordre de n variables aléatoires indépendantes et toutes de loi uniforme sur Uintervalle
[0, t].
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Preuve. SiUy,...,U, sont des variables aléatoires i.i.d toutes de loi uniforme sur [0, ¢], alors
le vecteur des statistiques d’ordre (U(l), e U(n)) admet pour densité la fonction f: R™ — R
définie par

n!

f (tlv cee 7tn) - t?10<t1<-.-<tn§t‘

En utilisant la loi du (n + 1)—uplet (T1,...,T,+1), on obtient pour tout borélien B € B (R"™)

P((Ty,...,Tp) € B.Ny=n) = P((T1,...,Tp) € B,Tp <t < Tpy1)

At exp (—Atpy1) 1p(ty,. .. 7tn)]l()<t1<...<tn§t<tn+1 dty---dtpi

= /)\n exp )\t ]lB (tl, Ce ,tn) 10<t1<‘..<tn§tdt1 cee dtn.

Etant donné que P (N; = n) = exp (—At) 2

Au niveau du comportement asymptotique de N, nous avons les deux résultats suivants.

Théoréme 8 1. On a lim;_ o % =\ p.s.

2. On a de plus la convergence en loi

\/: (T - /\> T N(0,1).

1. Nous avons l'encadrement T, <t < Tn,+1 p-s et donc

Preuve.

Ny Ny N

<Lt b
Tn,

— 3.1
TNt+1 3 ( )

Il est facile de montrer que limy_,o, Ny = 400 (exercice). De plus, comme T,, = > 7" | (T; — Ti—1),
la loi des grands nombres assure que lim, oo % = % p.s (on rappelle que les intervalles
entre les sauts sont i.i.d de loi exponentielle de parameétre \). Il est alors facile d’en déduire
qu’avec probabilité 1, les bornes de I'encadrement tendent vers A lorsque n tend vers
I'infini.

2. Une premiére solution est d’utiliser le critére des fonctions caractéristiques (exercice).
Une autre solution consiste & utiliser le théoréme de la limite centrale en utilisant la

R

— Pour le premier terme, on a

) ()

On obtient alors la convergence en loi de ce premier terme vers la loi N'(0, 1) en utilisant
le théoréme central limite et le lemme de Slutsky (car lim; o t/[t] = 1).

décomposition
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— Pour le deuxiéme terme, on a

_ Ny N
4l = 3

t [Nty — N,
. \f Ni— Ny Ne)
VA 1] [t
On pourra montrer que le premier de deux termes majorants tend vers 0 en probabilité
en utilisant 'inégalité de Markov. Comme le deuxiéme tend vers 0 p.s en utilisant le
premier point du théoréme, on conclut que lim;_,o, Ay = 0 en probabilité.

D’aprés ce qui précéde et en utilisant le lemme de Slutsky, on obtient la convergence
annoncée.[]

3.1.1 Estimation de l’intensité par maximum de vraisemblance
Nous allons considérer trois cas d’échantillonnages possibles.

1. Considérons d’abord le cas ou le processus est observé jusqu’a l'instant ¢. La variable
aléatoire % est en fait 'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre A. Dans
ce chapitre, nous calculerons la vraisemblance de fa Cov con informelle; le calcul sera
justifié au chapitre suivant. L’idée est que lorsqu’on observe N; = n, les temps de sauts
Ti,...,T, détermine complétement la trajectoire du processus sur [0,¢]. Nous définirons
donc la vraisemblance en calculant la loi de (77, ..., Tn,, V¢). Ceci peut étre fait en utilisant

la Proposition En effet, la loi de (11, ...,T,)|Nt = n a pour densité

nl

[t tn) = tT;]lO<t1<...<tn§t‘

La fonction de vraisemblance sera alors définie pour une observation (1, ...,t,,n) par
L(t1,...,tn,n,A) = f(t1,...,t)P(Ny =n) = \"exp (—At).

. . by N, .
Le maximum de vraisemblance est alors A\(w) = % = # On a vu que cet estimateur

était consistant et asymptotiquement gaussien. De plus l'utilisation du lemme de Slutsky
permet de montrer la convergence en loi

t2 (N t—+00
2 (3 ) o

Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « est alors

N; N N N;
I, = [*\/ 2 0% + 77+ 7 h-3 + TL

ot q;—q est le quantile d’ordre 1 — 5 de la N(0,1).

Remarque. Il existe un moyen de construire des intervalles de confiance de niveau exact
lorsqu’on observe une loi de Poisson. Ce type d’intervalle ne sera pas détaillé ici et on pourra
se référer au livre [I] (propositions 3.2 et B2) pour des détails.

2. On observe uniquement les temps de sauts 17, ...,T}, du processus. Dans ce cas la loi de
(Th,...,T,) est donnée par la Proposition [13| et a pour densité

(tlv cee ’tn) — )\TL €xXp (7)‘tn) ]10<t1<.‘.<tn’
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par rapport & la mesure de Lebesgue sur R”. Il est alors facile de voir que la maximum de
vraisemblance est donné par A = {f—n = A;Z" . A converge p.s vers A (voir la preuve du Théo-
réeme . De plus, en décomposant T;, = Z?:_ol (Ti4+1 — T;) (somme de v.a indépendantes
toutes de loi exponentielle de parameétre \), une utilisation du théoréme limite centrale

permet d’obtenir la convergence en loi

lim n (Aﬂ _ 1> — N0, 1).

n—-+o0o

A titre d’exercice, on pourra construire un intervalle de confiance de niveau donné pour A
& partir de cette convergence.

3. Supposons enfin que 'on observe le processus uniquement aux temps t1 < ... < t,. On
calcule alors le maximum de vraisemblance en utilisant I'indépendance des accroissements.
La vraisemblance associé & ’échantillon (Nt1 s Nty — Nypy ooy Ny, — Ntnfl) est alors donnée
par

d d
n t ... ty, — by n
L(dy, ... dp, A) = exp (= Aty ) A=i=1 4 2L (b = t-1)
dil---dy!
On obtient alors N
A = argmax {exp (—Aty,) \Vin } = 2t
o {exp (= Atn) J tn

Remarquons que I'estimateur est identique & celui qui aurait été obtenu si toute la tra-
jectoire avait été observée sur [0,t,]. Ceci n’est pas étonnant car N; est une statistique
exhaustive du modéle (elle contient toute I'information).

3.2 Le processus de Poisson non homogéne

3.2.1 Définition et propriétés fondamentales

Définition 13 Soit A : Ry — R4 une fonction localement intégrable et A : Ry — Ry la fonction
définie par

At) = /Ot A(s)ds, teRy.

On dit qu’un processus de comptage (N¢)i>0 est appelé un processus de Poisson d’intensité \ si
1. Ng=0 p.s.
2. Le processus est 4 accroissements indépendants.

3. Ny — N suit une loi de Poisson de paramétre A(t) — A(s), 0 < s < t.

Remarques
— On a E(Ny) = Var (N¢) = A(t). De plus A est une fonction continue.
— Le processus de Poisson simple correspond & une intensité constante au cours du temps
(i.e A(t) = A pour tout ¢ > 0).

Construction. La construction d’un processus de Poisson non homogéne peut se faire & partir
d’un processus de poisson simple. Si N est un processus de Poisson simple d’intensité 1, il est
facile de vérifier que le processus N défini par Ny = N est un processus de Poisson non
homogene d’intensité A. Notons

ANt =inf{z >0:A(z) >t}, t>0,
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la pseudo-inverse continue a gauche de A (qui correspond a l'inverse si A est strictement croissante

et de

limite 400 en +oc). On adopte la convention inf () = +oo. On pose alors S, = A~(T},)

pour n € N*, oit T}, est le temps du n—iéme saut de N. La définition de A~! assure que

Ainsi

Az)>tex>A11).

on a

N; = Z 1s, <t t>0.

n>1

Applications

On peut considérer que 'intensité des arrivées & un guichet subit une modification brusque
au cours du temps : A(t) = Ay sit <tpet A(t) = Aa sit > 1.

En fiabilité, lorsque un matériel subit une succession de pannes et lorsque chaque panne
est réparée instantanément, on utilise souvent un processus de Weibull, c’est & dire une
processus de Poisson non homogéne d’intensité :

A(s) = p <i>ﬂ_1, s> 0.

(0%

On peut alors montrer que le premier instant de saut S; = A~!(T}) (voir le paragraphe
sur la construction) a pour loi la loi de Weibull de paramétres « et 5 dont la densité est

donnée par
ft) = g (;)ﬁ_leXp (— ((i)ﬁ) I, (t).

La loi de Weibull est souvent utilisé en fiabilité car le taux de défaillance d’un matériel
dont la durée de vie T" a une densité sur Ry est défini par

lim 1}P’(t<T§t—i-h\T>t)
h—0+ h

et la valeur de ce dernier correspond bien & celui obtenu pour la loi de Weibull, c’est a
dire A(t) (plus précisément le taux de défaillance est souvent une fonction affine du temps
dans un graphe log-log, d’aprés des études empiriques). De plus si f = 1 (taux de panne
constant autour du temps) on retrouve la loi exponentielle de paramétre A = é et donc
le processus de Poisson simple. Si § > 1, le taux de défaillance augmente avec le temps
(usure du systéme) alors que si f < 1, le taux de défaillance diminue avec le temps (les
élements défectueux qui fragilisent le systéme tombent en panne rapidement). Les figures
[3.1], B.2] et [3.3] montrent des trajectoires dans les trois cas.

Proposition 15 Supposons l'intensité X continu au voisinage de t. Alors

P (NtJrh — Nt = 1) = )\(t)h + O(h),

P (Npn — Ny > 2) = o(h).

Preuve. Il suffit de faire un développement limité comme pour le processus de Poisson simple.

On a

P(Nepn —Ne=1) = exp(A(t) — At +h)) (At +h) — A(2))
(1+ o(1)) Atk + o(h))
= At)h+ o(h).
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FiGURE 3.1: a=1,=1 FIGURE 3.2: =1, 5 =0.5 FIGURE 3.3: a=1,8=2

On obtient ensuite
P(Nysp—N;>2) = 1-P(Np— Ny =0) =P (Npap — Ny = 1)
= 1—exp(A(t) = A(t+h)) — (Mt)h + o(h))
= A{t+h)=A@)+o(Alt+h)—A(t)) — (Mt)h + o(h))
= o(h),
en utilisant le fait que A(t + h) — A(t) = A(¢)h + o(h) = O(h).O

Nous pouvons également généraliser certains résultats sur la loi des temps de saut. Pour
simplifier nous supposerons dans la suite de ce chapitre que ’intensité du processus
vérifie toujours lim;_, o A(t) = +o0.

Proposition 16 Soit (T),),>1 désigne les temps de sauts d’un processus de Poisson non homo-
géne d’intensité \. Soit n € N*.
1. Pour n € N*, la loi de (T1,...,T,) a pour densité

n

tn
(tlv o 7tn) - exXp (_ / )\(u)du> H )‘(ti)]lo<t1<.‘.<tn)
0

i=1
par rapport & la mesure de Lebesque.
2. Soit t < 0. Alors la loi conditionnelle de (T4, ..., T,) | Ny = n a pour densité

nl
(tlv s atn) — A(t)n H )‘(ti)]}-0<t1<...<tn<t-
i=1

Remarque. Rappelons que si X1,..., X, sont n variables aléatoires i.i.d de loi & densité f, le
réarrangement croissant (X (1)1 X (n)) de ces variables admet une loi dont la densité est

n
(yla cee ayn) — n! H f(yi)]10<y1<...<yn
i=1

par rapport a la mesure de Lebesgue. Ainsi la proposition ci-dessus assure que la loi conditionnelle
de (Th,...,T,) | Nt = n est celle du réarrangement croissant d’un n—échantillon dont la densité

f est définie par f(x) = %1[0,7&] ().
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Preuve

1. Pour le premier point, on se restreindra au cas d’une intensité continue. Dans ce cas A
réalise un C! difféomorphisme de R?% sur lui méme, d’inverse A~!. D’aprés la construction
du processus de Poisson non homogene, les temps S1 = A(T1), ..., S, = A(T},) sont les n
premiers temps de saut d’un processus de Poisson homogéne d’intensité 1. En appliquant
la formule du changement de variable et le résultat de la Proposition on a donc pour
une fonction ¢ : R™ — R mesurable bornée :

E(¢(Th,...,Tn) = (¢(A Y1), .. A7)
- /¢ >A_1(STL)) exp(_sn)10<s1<,,,<snd$1"'dsn
= / 6 (t1, s 1) exp (~A(tn)) Loty <.ca, A1) -+~ Alta)dts - - -ty

Pour le cas général d’une intensité non nécessairement continue, on pourra consulter [I]
p-40.

2. On en déduit le deuxiéme point exactement comme pour le processus de Poisson simple
(voir la preuve de la Proposition [14)).00

3.2.2 Estimation par maximum de vraisemblance

Comme pour le cas du processus de Poisson simple, on peut utiliser la Proposition [16] pour
calculer la fonction de vraisemblance du modeéle. Nous nous placerons dans un modéle para-
meétrique ou lintensité du processus appartient & une famille {Ag : § € ©}. Nous supposerons
ici uniquement le cas d’une trajectoire observée sur l'intervalle [0, ¢]. Si on observe N; = n et
(Th,...,Ty) = (t1,...,ty), on a alors

L(ty,... ty,n;0) = H)\g )exp (—Aq(t)).

Nous allons effectuer les calculs lorsque le processus est un processus de Weibull. Dans ce cas

0= (a,p) et o
Ao(t) = = <£) , s> 0.

Ainsi la log-vraisemblance s’écrit

n ¢ B
Et . tymi0) = (n(8) — Bln(a)) m + (5 1)S In(ty) - () |

: «
=1

L’unique point (o, 5) qui annule les deux dérivées partielles est donné par

1 1 «
5= In(t) — - ;hﬂ(tz),
In(a) = In(t) — ;ln(n)

On peut voir que ce point correspond au maximum de la vraisemblance en procédant comme
suit. Posons A = ﬁ, s=yr In(t) et

g\, B) = nln(B) + nin(A) + Bs — At”.
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Pour 3 > 0 donné, la fonction concave A — g(\, 3) atteint son maximum en A\ = nt~?, maximum
qui vaut

h(B) = nIn(B) + nln(n) — Bnln(t) + Bs — n.

La fonction h est concave sur |0, +oo[ et atteint son maximum en § = aTn(—s- On en deduit

un maximum de la vraisemblance au point (a, ) annoncé. Ainsi le maximum de vraisemblance

6 = (&,B) est donné par

Nous n’étudierons pas les propriétés de convergence de ces estimateurs (on pourra consulter [1],
Chapitre 3 pour cette étude). Tl est néanmoins possible de donner des intervalles de confiance
pour le paramétre 3, en utilisant les propriétés que nous avons vues.

271,5
B
sachant Ny =n (n #0) est la loi du x* & 2n degrés de liberté. Ainsi, chacun des intervalles I,

suivants est un intervalle de confiance de niveau vy, au sens ou P (B € I|Ny =n) =7 :

- I, = [07 QELXV(Z'%)]
- In= [2%)(1—7(2”) ool
- I, = [gb;Xl v(2n)72n 21 (2%)]

Le nombre Xﬂ/(2n) désigne le quantile d’ordre vy de la loi du x? a 2n degrés de liberté.

Proposition 17 Dans le cas de l'observation d’un processus de Weibull sur [0,t],

Preuve. En utilisant 'expression de B et la Proposition on peut vérifier que la loi condi-
= n est la méme que celle de

Zn =208 -2 In(X;

i=1

ot (Xi,...,X,) est un n—échantillon de loi de densité s — %]l[w](s) (en utilisant aussi le
fait que la somme de n variables aléatoires correspond & la somme des statistiques d’ordre). En
effectuant le changement de variables u = In(z), on peut montrer que la fonction caractéristique
de In(X7) est donnée par
Bexp (In(t)(is + B))

At)aB(is+3)

¢1n(X1)(t) =
En utilisant les propriétés d’indépendance des X; et I'expression de l'intensité A, on en déduit

1

¢z,(t) = =20

La fonction caractéristique de Z,, est la méme que celle de la loi du x? & 2n degrés de liberté.
Les propriétés des intervalles de confiance sont alors immédiates.[]
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3.2.3 Test de Laplace

Supposons que 1'on veuille tester ’homogénéité d’un processus de Poisson observé sur [0, t].
Nous allons considérer ce probléme de fa Cov con non paramétrique en testant les deux hypo-
théses suivantes.

Hy : N est un processus de Poisson simple.

H; : N est un processus de Poisson dont U'intensité est décroissante au cours du temps (resp. N
est un processus de Poisson dont 'intensité est croissante au cours du temps).

Par décroissante, on veut dire décroissant au sens large et A\(u) > A(v) pour au moins un couple
(u,v) tel que 0 < u < v < t.

Proposition 18 Supposons que f0+°° A(s)ds = +oo et posons

7, = > i i —nt/2
t\/n/12
1. Pour tester Hy contre Hy ‘Vintensité est décroissante”, la région critique (rejet de Hy)
peut étre définie par

, sur {N; = n}.

D ={Z; < qa},
0l qqo est le quantile d’ordre o de la loi N'(0,1).
2. Pour tester Hy contre Hy “Iintensité est croissante”, la région critique (rejet de Hy) peut
étre définie par
D={Z>q a},
0l q1—q est le quantile d’ordre 1 — a de la loi N'(0,1).

Dans les deux cas, on obtient un test de niveau asymptotique o et dont la puissance tend vers 1.

Preuve. Pour justifier le niveau du test, on commence par déterminer la loi asymptotique de
Z; lorsque t — +o00. Comme la loi conditionnelle de Z;|N; = n est aussi celle de la variable

aléatoire
Z?:l Xi — nt/2

t\/n/12

ot les X; sont i.i.d de loi uniforme sur [0, ¢] (cf Proposition , le calcul de la fonction caracté-
ristique entraine que

lim E (exp (iuZy) [N, = n) = exp (—u?/2) ,

n—-+o0o

en utilisant le théoréme limite centrale. Vu que sous Hy, on a lims, 1~ Ny = 400, le théoreme
de convergence dominée assure que

¢z, (u) = E(E (exp(iuZy)|Nt)) =400 €XP (—u2/2) .

Dans les deux cas de figure, on a bien un test de niveau asymptotique a.

Examinons la puissance dans le cas ou lintensité décroissante sous Hy (lorsque l'intensité est
croissante, on a une preuve analogue que 'on pourra faire en exercice). Conditionnellement &
Ny =n, Z; a méme loi (sous Hy) que

Z?:l Xl - nt/2
ty/n/12

ou la densité de X est la fonction f donnée par

f(x):m
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qui est une fonction décroissante. Ceci entraine que m = E(X;) < % (cf Lemme [3| ci-aprés
appliqué a la densité de %) Ainsi

P(DNt:n):P(W<qa+n(t/2)_1n>’

ty/n/12 ty/n/12

et la limite de cette derniére quantité vaut 1 lorsque n tend vers 'infini en utilisant le théoréme
limite centrale et le fait que m < ¢/2. Ainsi P(D) = E(E (1p|V;)) tend vers 1 par convergence
dominée car sous ’hypothése f0+oo A(s)ds = 400, on a limy_, 1 oo Ny = 400 (ce qui peut se voir en
reprenant la construction du processus non homogene a partir du processus de Poisson simple).[

Lemme 3 Soit f une densité de probabilité sur [0, 1], décroissante et telle qu’il existe s,t dans
10,1] avec s < t et f(s) > f(t), alors

1 J 1
/0 zf(x)dx < 5

Preuve. Soit h:[0,1] — R la fonction définie par

h(z) = /Om fw)du — z.
Soit également
c=inf{u € [0,1] : f(u) <1}.

c est bien définie car si f(u) > 1 pour u € [0,1] alors fol f(u)du serait plus grande que 1 (et
donc ¢ < 1). De plus, 0 < ¢ < 1, car ¢ = 0 entrainerait f(u) = 1 pour tout u. Si0 < a < f <c¢,
alors

B
h(B) - h(a) = / flw)du — (8 - a) >0,

ce qui montre que h est strictement croissante sur [0,c]. On peut de méme voir que h est
strictement décroissante sur [c,1]. On a donc h(0) = h(1) = 0 et h(s) > 0 si s €]0,1]. La
fonction de répartition F' de f vérifie donc F(z) > x pour x €]0, 1[. En utilisant la formule

1 1
/ xf(z)dx :/ (1= F(u))du,
0 0
on voit que

/lef(m)dx < /01(1 ~ w)du = %

ce qui prouve le résultat.[]

Remarque. Sous les hypothéses du lemme précédent, on dit qu'une variable aléatoire de den-
sité f est stochastiquement inférieure & une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] au sens
ou la fonction de répartition de la premiére variable est plus grande que celle de la deuxiéme (ce
qui est montré dans la preuve).
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3.3 Le processus de Poisson composé

Définition 14 Soit (X,),~, une suite de variables aléatoires i.i.d et N un processus de Poisson
stmple indépendant de cette suite. Pourt <0, posons

Ny
Sp =Y X
k=1
On dit que S esl un processus de Poisson composé.

Ruine d’une compagnie d’assurances. On peut modéliser le nombre de sinistres survenu
entre le temps 0 et le temps ¢ & 'aide d’un processus de Poisson simple (on pourrait également
utiliser un processus de Poisson non homogéne ce qui serait sans doute plus réaliste). Chacun
des sinistres survenus a un cott (le premier a un cott X, le deuxiéme Xo,...). Le processus de
Poisson composé S associé représente I’évolution du cott des sinistres au cours du temps.

Remarque. Le mouvement brownien, le processus de Poisson simple et le processus de Poisson
composé ont un point commun : ce sont des processus cad-lag dont les accroissements sont
indépendants et stationnaires (pour le processus de Poisson composeé, voir les TD). Un processus
possédant ces propriétés est appelé un processus de Levy. De part leur structure, les processus
de Levy présentent de nombreuses caractéristiques communes et leurs propriétés générales ont
beaucoup été étudiées.

3.4 Exercices

EXERCICE 7 Soient N et M deux processus de Poisson simples indépendants. Montrer que la
somme N + M est encore un processus de Poisson.

Exercice 8 On suppose que des particules arrivent suivant un processus de Poisson simple
d’intensité A. On suppose que chaque particule qui arrive a une probabilité p de passer & travers
une barriére. A Iinstant ¢, on a observé M; particules ayant traversé cette barriére. Quel est le
maximum de vraisemblance du parameétre A7

EXERCICE 9 Soit X un processus de Poisson composé : X; = Z;V:tl Y;, avec N processus de
Poisson simple de paramétre A et indépendant de la suite Y qui est i.i.d.

1. Montrer que X est un processus de Levy.

2. Si une réalisation de X est observée sur U'intervalle [0,¢], quelle est la fonction de vraisem-
blance associée 7

EXERCICE 10 On reprend les notations du cours et on considére (d, 5) I'estimateur du maxi-

mum de vraisemblance associé a un processus de Weibull observé sur [0,¢]. On rappelle les
expressions :

1 1
5 In(t) — N, ;hﬂ(Tz),



1. Question préliminaire : pour deux variables aléatoires X et Y a valeurs réelles avec Y de
carré intégrable, on définit la variance conditionnelle de Y sachant X par

Var (Y]X)=E ((Y ~E(Y]X))? \X) = E (Y?|X) — (E (Y] X))
Démontrer la relation
Var (V) = E( Var (Y|X))+ Var (E(Y]X)).

2. Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire é

Indication : on pourra d’abord calculer la moyenne et la variance sachant Ny en utilisant
les propriétés démontrées en cours.
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Chapitre 4

Processus de Markov a sauts

4.1 Définition générale d’un processus de Markov

Définition 15 Notons I = R, et E = R%. Un processus stochastique adapté (Q, F, (F)ser, (Xt)ier, P)
est un processus de Markov si pour toute fonction f: E — R bornée, on a pour 0 < s <'t,

E (f(X0)[Fs) = B (f(Xe)| Xs) -

Exemples. Le mouvement brownien B muni de sa filtration naturelle est un processus de
Markov. Prenons A € Fs et notons par g; la densité de la loi N(0,¢). En utilisant les propriétés
du mouvement brownien et en reprenant les notations de la définition ci-dessus, on a

E(Laf(By) = E(f(Bs+ B~ By))
— /E(ILAf(Bs +v)) 9i—s(y)dy

= E(14 € f(Bs+y)gi_s(y)dy)
= E(14h(By)).

La troisieme égalité est une conséquence du théoréme de Fubini. La fonction h = [ f(- +
y)9i—s(y)dy étant bornée, la caractérisation de I’espérance conditionnelle entraine que h(B;) =
E (f(B¢)|Fs). En prenant A € o(Bs), on voit qu’on a aussi h(Bs) = E (f(B;)|Bs). De plus, on
voit

E(f(By)|B. = 2) = / F(: + 9)gs(y)dy = / ) ge—aly — 2)dy.

Ceci entraine que la loi conditionnelle de B;|Bs; = z admet pour densité la fonction

1 (y —2)
20 gis(y —2) = mexp <—2(t_5)> .

Plus généralement, on peut montrer avec la méme démonstration que ci-dessus que tout processus
de Levy est un processus de Markov (donc en particulier le processus de Poisson simple et
composé). Le processus de Poisson non homogéne est également un processus de Markov. La
différence par rapport aux processus de Levy est que les accroissements sont non stationnaires
et la loi de X¢,p| X, peut dépendre de s. Lorsque la loi de X | X, est indépendante de s (ce
qui revient & dire que la loi de X;| X ne dépend que de t — s), on dit que le processus de Markov
est homogéne, ce qui sera toujours le cas pour les processus de sauts que nous étudierons dans
ce chapitre.
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4.2 Les processus de sauts
A partir de maintenant, on se donne un ensemble E fini ou infini dénombrable.

Définition 16 Un processus (Xi)i>0 o valeurs dans E est appelé un processus de Markov de
sauts de semi-groupe (P;)i>0 si pour tout s,t >0 ety € E,

P(Xs+h = y“Fs) = Ph(XS7y)7
avec Fs =0 (Xy 1 u < s) et si ses trajectoires sont continues & droite.

Si X vérifie cette définition alors c’est un processus de Markov homogéne. La matrice P; :
E x E — [0,1] est aussi appelée noyau de transition.

Proposition 19 (équations de Chapman-Kolmogorov) La famille de noyauz de transition
{P; : t > 0} posséde la propriété dite de semi-groupe :

PtJrS:PtPS) S,tZO.
Preuve. Soit¢,j € E. On a

Pt-i—s(iaj) = P(Xt-‘rs = ]’XO = Z)
= Y P(Xis =4, X = k| Xo = i)

keFE

= ) P (Xpys = j| Xy =k, Xo = i) P (X, = k| Xo = i)
keFE

= Y Pu(k,§)P(i k)
keFE

= (BFs)(i,5).0

Remarques
1. On peut montrer qu'un processus X continu & droite est un processus de Markov de sauts

de semi-groupe P si et seulement si pour tout entier n > 2, pourtous 0 < t; <t < ... <1,
et pour tout (iy,...,i,) € E™,

P (th = in|th,1 = infla cee >X1 = Z1) = Ptnftnfl (Z.nfla Zn) .

L’argument utilise le théoréme des classes monotones (pour le sens réciproque).

2. Les lois fini-dimensionnelles du processus sont complétement déterminées par la loi de X
et la famille {P; : ¢ > 0}. Plus précisément, on a pour tous 0 < t; < ...ty :
P(Xo = i0, Xy, = 01y..., X4, = in) = P(Xo =i0) Py (G0,71) Pry—t, (11,32) -+ Po—t,, 1 (Gn—1,n)-

n

De plus, on voit que pour toute suite strictement croissante (¢;);cny de nombres réels, le
processus Y défini par Y,, = X, est une chaine de Markov. La chaine est homogeéne de
matrice de transition P lorsque t,1 — t, = h pour tout n € N.

Donnons un exemple de construction d’un processus de sauts & I'aide d’une chaine de Markov
et d’un processus de Poisson. Comme nous le verrons vers la fin de ce chapitre, cet construction
se révélera assez générale. Nous aurons besoin de 'exponentielle d’une matrice A : E x E — R.
Définissons la norme de A par

1] = sup > " |A(, 5))-

ZEEjEE
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Lorsque ||A|| < 400, on définit 'exponentielle de la matrice A par

+00 1
exp(4) =) A

n!’
n=0

Cette série est bien défini car on a sup;cp |A"(4,7)| < ||A]|™ et donc

A " A"

Lorsque A et B commutent et vérifient || A||, || B|| < 400, on al’égalité exp(A+B) = exp(A) exp(B).

Proposition 20 Soit (Z,)nen une chaine de Markov sur E de probabilité de transition P et
indépendante d’un processus de Poisson simple N d’intensité . Posons Xy = Zn, pour t > 0.
Alors X est un processus de saut markovien de semi-groupe P, = exp (At(P — 1)) :

+o0 nopn
Py(i,j) = exp (=At) ) QTP ).

n=0

n!

Preuve. Soient 0 =tq <t; <...<t,. On a pour (ig,...i,) € E"L,

P (Xy, =g, ..., Xy, = in)

n

= > P(Ny=hi,..., Ny =hit ..+ hn, Zo =0, Zny = i1,y Dhy gy, = in)

hi,...,hn €N
n (At —tio1))
= X PZo=io) PMioin) e P inesin) [Texp (<At — ti0) S5 o
By hn €N =1 )

= P(Zy =1io) P (0, i1) + Prp—ty,_ (in—1,15).0

Exemple. Le processus de Poisson composé associé¢ a une suite (Xp), oy i.i.d & valeurs dans
7 est de cette forme si on pose

Zn=Xo+...+Xn, neN.

4.2.1 La propriété de Markov simple

On notera P, la loi du processus de Markov lorsque P (Xy = 2) = 1 pour z € E. P, est une
mesure sur (ER+,B(E)®R+). De plus E, désignera I’espérance sous P,. On se placera souvent
sur l'espace dit canonique. Ceci revient a travailler sur Q = Ry avec P = P, et & considérer le
processus des coordonnées défini par X;(w) = w; pour w € E®+ et t € Ry. Si X est un processus
de Markov de sauts défini sur un univers Q et tel que P(Xy =) > 0, alors P, correspond a
P(:|Xo = z). Remarquons que P, (X; =1i) = Pi(x,i) pour i € E et t > 0. On a alors pour
1 <to<...<tpet (i1,...,iy) € E™,

Pm (th = il, . ,th = ’Ln> = Pt1 (.7}, il)Ptg—tl (il, ZQ) X oo X Ptn—tn,l(in—ly ’Ln)
Proposition 21 Soit f : E®+ — R une fonction mesurable bornée. Alors,

Ex (f (Xt4s,8 2 0)|F) = Ex, (f (X5, 20)).
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Preuve. En utilisant un argument de classes monotones, il suffit de prouver le résultat pour
F(Xos20) = g(Xoproos Xo)

pour des indices 0 < 1 < ... < s4. On peut méme se contenter de prouver que

Py (Xits: =01,y Xigsy, = | Xy =J1,- s Xy, = J, Xe = k) =P (Xg, = 01,..., X5, = 14) ,

pour u; < ... < up < tet (ji,...,jk) € E*. En utilisant la formule des conditionnements
successifs, on a
]Px (Xt+51 = ilp v >Xt+sn = Zn|Xu1 = jlv o 7Xuk = jk7Xt = k)
= Psd—sd_l(id—17 Zd) X oo X P82—81 (ila iQ)Psl(ka 7’1)
= Pr(Xs, =11,...,Xs, =1q).0

4.2.2 La propriété de Markov forte

La propriété de Markov forte généralise la propriété de Markov simple au cas des temps
d’arrét.

Proposition 22 Soit f : (ER+,B(E)®R+) — R une fonction mesurable bornée. Alors

E; (f (Xs47,58 > 0) Lrcyool Fr) = Ex, (f (Xs,5>0)) Lrcyoo.

Preuve. Supposons d’abord que T ne prenne qu’un nombre au plus dénombrable de valeurs
{t1,ta,...} U{+o0}. Soit A € Fr. On rappelle alors que pour tout i € N* I’événement AN{T =
t;} appartient & F;,. Nous avons en utilisant la propriété de Markov simple :

+oo
By (f (Xsrr:5 > 0)Ircioolla) = D By (f (Xoptss > 0) Langr—r,})
i=1
+oo
= ZEI (]E:Jc (f(Xs, 52> 0)‘}—%) ]lAﬁ{T:ti})
i=1

+oo
= ZE’” (Exti (f(Xs,8>0)) ﬂAﬂ{T:H)
i=1

= B, (Exy (F(Xors > 0)) Tpeyocla)

Le résultat annoncé suit alors de la caractérisation de I’espérance conditionnelle.
Passons maintenant au cas général. Toujours par un argument de classe monotone, il suffit de
considérer des fonctions f telles que

f(Xs’SZO):g(Xsl,...,Xsd),

Considérons alors pour n € N, T,, = [Q"QYEH. Alors (T,)n est une suite décroissante de temps

d’arrét qui converge simplement vers 7. Remarquons que {T' = 400} = {7}, = +00}. Soit alors
A e Fr. Comme T,, > T, on a A€ Fr,. On a alors en utilisant la convergence dominée et le
fait que pour (t,w) fixé, X7, ++(w) = Xpyt(w) lorsque n est assez grand :

E‘T (g (XT+517 e 7XT+Sd) ]]‘T<+OO]1A) = HETOO EI (g (X51+TVL7 st 7X3(i+Tn) ]lA]1T7L<+OO)
= ngrfoo E; (EXTn (g(XS17 <o 7Xsd)) ]lTn<+OOllA)
= E,; (]]-A]EXT (g(‘XSIJ ce 7Xsd)) ]lT<+oo) .

Le résultat est encore une fois une conséquence de la caractérisation de ’espérance conditionnelle.[]
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4.3 Description dynamique d’un processus de Markov de saut

Soit X un processus de Markov de saut a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable F.
On définit les temps d’arrét suivants :

To=0, Tpey=inf{t>T,: X, # X5}, neN.

On adopte les conventions suivantes.

— inf ) = +o0.

— Si T (w) = +oo alors T4 j(w) = 400 et (T4 — Tntj—1)(w) = +oo pour tout j > 1.

— Pour i € N, on pose Z; = Xp,. Si Tj(w) < 400 et Tjy1(w) = 400, on convient que

Zjti(w) = Z;j(w) pour tout ¢ € N.

Enfin, pour (i,j) € N2, on définit Q(i,5) = P; (Z1 = j) et A\(i) = m. Dans la suite, on
conviendra qu’une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 0 est égale & +oo.
Remarquer que la continuité a droite des trajectoires assure que Tjy1 — T} > 0 p.s pour tout
jeN.

Théoréme 9 Soit (X¢)i>0 un processus de Markov de saut sur E.

1. (Z,) est une chaine de Markov de transition @QQ (on parle de chaine immergée ).

2. Conditionnellement aux états Zy, 21, ..., les variables T1,T5 — 11, ...,T, — T,,_1 sont in-
dépendantes et de loi exponentielle de parameétres respectifs N(Zy), ..., \N(Zn—1). Ceci peut
s’écrire

]P)(Tl > 81, .., Tn - Tn—l > Sn’Z() = i(), Z1 = il, .. ) = exp (—/\(ig)sl) s exXp (—)\(in_l)sn) .
(4.1)

Remarques.

1. Si A(i) = 0, alors E;(T1) = 4o0. D’apreés le théoréme précédente, la loi de T1|Zy = i suit
une loi exponentielle de parameétre 0 ce qui entraine P;(7; = +o00) = 1. On en déduit
facilement que si le processus passe par I’état 4, alors il y reste pour toujours. On dit que
1 est une trappe.

2. On voit que conditionnellement aux états, la loi des n premiers délais entre les sauts ne
dépend que des n premiers états. On a donc aussi

P(Tl > 81y dy —Th1 > 8n|Z() =190,y L1 = in—l) = exp (—)\(10)81) - exp (—/\(in_1)8n) .

3. On peut reformuler le théoréme en écrivant que pour tous 4,41,...,i, € F et s1,...,8, €
R-H

P; (Tl > 81,21 =11, In —Th1> 5n, 2 :in)
= exp (=A(9)s1) Q(i,41) - - - exp (= A(in—1)8n) Q(in—1,%n).

Preuve. On se place sur 'espace canonique. Les relations suivantes seront utiles (faire un
dessin si besoin). Sur I'événement {7,, < 400}, on a

Thi1 =Ty +T1r0 9Tn7 Zny1=Z10 eTn-
De plus, sur I’événement {7} > t}, on a
Z100 = 7y, Ty =t+1T100;.

La preuve se fait en trois étapes.
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1. On commence par déterminer P; (T} > t) pour f € Ry et i € E.
On va utiliser la propriété de Markov simple. On a

Pi (T1 >t 4 S) =
= ’L ]1T1>tE (]1T1>t+8’ft)>

P; (Th > t+ 5,11 > t)
(

= E; (I >Ei (I1y00,>5|Ft))
E; (
E; (E

E (ILT1>S) ]1T1>t)
(ILT1>S) ]1T1>t)
= ]P)i(Tl > t)Pi(Tl > S).

La fonction f : Ry — [0,1] définie par f(t) = P;(T > t) est continue a droite et vérifie
f(t+s) = f(t)f(s). On en déduit facilement que f(t) = f(1)! pourt € Ry avec 0 < f(1) <
1 et donc que T} suit une loi exponentielle de paramétre — In f(1). Vu la définition de A(7),
on a nécessairement — In f(1) = A(4). Ainsi 77 suit une loi exponentielle de parameétre (7).
Au passage on voit que si A(i) =0, T3 = +o0 p.s.

2. On détermine la loi du couple (T4, Z1) sous P;.
~ Si A(i) = 0 alors P; (T7 = +00) = 1. On a alors :
Pi(Th > t,Z1 = j) = Pi(Z1 = j) = Q(i,5) = Q(i,§)Pi(T1 > ).

Au passage, on peut remarquer que si A(i) = 0, les conventions faites avant I’énoncé de
ce théoréme entrainent que

Qi,j) =Pi(Z1 = j) =Pi(Z1 = j,T1 = +o0) = Pi(Zy = j,T1 = +00) = Pi(Zp = j) = Li=;.

— Si maintenant, A(i) # 0, alors P;(Th < +00) =1 et Q(i,7) = 0. De plus, en utilisant la
propriété de Markov simple, on a
Pi(Th>t,Z1=j) = Pi(Th >t 2106, =)
Bi (Lry>iEi (12,00,=51F%))
= Ei(Ir>iEx, (12,=5))
Ei (7, >¢Ei (12,=5))
= Qi,))P;(Ty > t)

Q. j)exp (=A@)t).
On retiendra que P; (T} > t Z1=17) =Q(i,j)exp (—A>)t).

3. On détermine maintenant la loi du 2n—uplet (11, Z1,...,T, — Th—1, Zy) sous P;. Nous
avons déja déterminer cette loi lorsque n = 1. Nous allons montrer que si n est un entier
>2 9,...,0p € Eet s1,...,8, € Ry, alors

Pi (Tl > 81721 :i17"'7TTL_Tn—1 > Snvzn :Zn)
=P (Th >s1,Z1=1t1,...,Tn-1 —Th—2 > Sn—1,Zn—1 = in—1) €xp (—=A(in—1)sn) Q (in—1,in) .
(4.2)

Ainsi nous obtiendrons alors facilement la loi du 2n—uplet en itérant et sera prouvée.
— Etudions tout d’abord le cas ou les valeurs iy, . ..,4, de Z1, ..., Z, vérifient i, % ip_1 €t
Ainsi, on a linclusion {Z; = i1,...,Z, = in} C {T—1 < +0o0}. Nous allons appliquer
la propriété de Markov forte. Par souci de simplicité, 'indicateur 17, <40 Sera omis
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(puisque sa valeur est toujours 1 sur I’événement considéré).
Pi (Ty > 81,21 =ity ., Ty — Tpe1 > Sp, Zn = i)

= K <]]'T1>517Z1:i17~-~7Tn—1_Tn—2>5n—1Ei (]lTloeTn,l>Sn112109Tn,1=in’an—1)>

- El (1T1>517Z1:i17---7Tn71_Tn72>5n71Ezn71 <1T1 >8’VL]1Z1:i7L))

= IP)Z' (Tl > 81, Zl = il, . ;Tn—l — Tn_g > Sn—l) Q (Z.TL—la Zn) exp (—)\(in_l)sn) .
— Considérons maintenant des valeurs i, i1, . . ., i, telles que il existe un entier m € {1,...,n—
1} tel que ip—1 # im = imt1 = -+ = iy, (o0 convient que ig = ¢). Ainsi on a l'inclusion

{Zl:il,ZQIiQ,...,Zn:in}C{Tm<+OO}.

En appliquant la propriété de Markov forte, on a
]P)i (Tl > Sl,Zl = il,...,Tn _Tn—l > Sn,Zn = Zn)
]P’i (Tl > 81, 1 = Ty ,Tm —Th1 > Sm,Zm = immi-i-l = —i—OO)
= P (T1 > 81,...,0m = tmy Ing1 — T = —|-OO)
Pi (Th > $1,..., Zm = im, 11007, = +00)
P,

= Z’T1>81,...,Zm:’im)Pim(T1:+OO).
Supposons d’abord A(iy,) = 0. Alors P; (Th = +00) =P;, |, (11 = +00) =1 = exp (= A(in—1))
et Q(in-1,in) = 1. On obtient alors (£.2). Supposons ensuite que A(in,) > 0. Alors
P;,. (T1 = 400) = 0. Or, dans la deuxiéme partie de la preuve, on a obtenu que Q (in,, i) =
0 et donc Q(ip—1,in) = 0. Légalité est encore valable.
— Supposons enfin que i = i3 = -+ = 1i,. Si A(i) = 0, alors Q(4,7) = 1 et on obtient d’aprés
les conventions :

P; (Ty > 51,21 = i1y, Ty — Tt > 8p, Zyy = i) = 1,
ce qui prouve encore (4.2)). Si A(i) > 0, Q(i,i) = 0 et {.2) est toujours valable (on

obtient 0 des deux cotés de 1'équation).r

Pour un processus de Markov a saut, il peut se produire une accumulation de sauts dans
un intervalle de temps fini. Ce phénoméne correspond au cas ou P (limy, 400 T, < +00) > 0.
On dit alors qu’il y a explosion. Ce cas de figure ne se produira pas sur les modéles que nous
étudierons et rend 1’étude des processus & saut plus compliquée. Nous donnons dans la suite
deux conditions sous lesquelles 'explosion n’a pas lieu.

Proposition 23 Les deuz cas suivants garantissent qu’il n’y a pas explosion.
1. sup;cp A(i) < 400 (condition vérifiée en particulier si E est fini).

2. La chaine de Markov (Zy,) est récurrente.

Remarquer qu’on est aussi assuré de la non-explosion si les trajectoires t — Xy (w) ont des limites
a gauche. On retiendra en particulier qu’il n’y a pas explosion lorsque E est fini.

Preuve. Nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 4 Soit (Uy,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes toutes de loi exponen-
tielle et dont les parameétres sont respectivement Ay, Ao, .. ..

—+00 “+oo
1
1. 51 E )\—:-i-oo alors]P’(E Ukz—i-OO) =1.
k
k=1

k=0
+o00 1 00

2. 5i ZA— < 400 alors P <2Uk <400 | =1.
k=1 "k k=0
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Prouvons d’abord ce lemme. Dans le premier cas de figure, on a
“+oo
E <Z Uk> Z 5 <o
k=1

D'ou 3% Uy < +00 p.s.
Dans le deuxiéme cas de figure, on a

(£
ol )
- T

Il est facile de prouver que la derniére limite vaut 0 en passant au logarithme et en utilisant
un développement limité (exercice). On en déduit que E (exp (— Zzg Uk)) = 0 et donc que

Z U, = +o0 p.s.

Passons maintenant a la preuve de la proposition. Nous avons

P ( lim T, = —|—oo> = P (sup T, < +oo>
n—-+o0o n21
+00
i=0

= IE( (Z % Ty p1—Ti<-+oo| 0 (ZO’Zl""))>
+0o0
- P(;lem“”)'

1. Supposons tout d’abord que A = sup;cg A(i) < +00. Alors pour tout i € E, ﬁ > % et
donc on a p.s

1
> s =t (4.3)

k=1
Ainsi P (limy,— 00 Ty = +00) = 1.
2. Sila chaine immergée est récurrente, toute trajectoire passe une infinité de fois par chaque
point. On a donc encore (4.3) et la non-explosion est immédiate.(]

Dorénavant, nous supposerons que le processus est non explosif.

4.4 Processus minimal et simulation d’un processus de Markov
de saut

On conserve les notations de la section précédente. Pour simplifier les formulations, nous
supposerons dans la proposition suivante que A(i) > 0 pour tout ¢ € E. (il n’y a pas de trappe).
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Proposition 24 Soit X un processus de Markov a saut. Soient (Z,,) une chaine de Markov de
transition Q et (Uy) une suite i.1.d de variables aléatoires toutes de loi exponentielle de parametre
1 (que l'on supposera indépendante de (Z,)). Alors le processus X défini par

n n+1 Uk

~ _ Uy
Xy =2,, si Z §t<z , neN,
= Zk-1 = Zk-1

est un processus de Markov de saut de méme lot que X.

Preuve. Comme il n’y a pas explosion, on a lim,_, 1~ T, = +00 p.s. De plus X vérifie
Xy =2,, =i TnSt<Tn+1, néeN

et les variables aléatoires U, = N Zp—1) (Tp — Tph—1), n > 1 sont bien ii.d et toutes de loi
exponentielle de paramétre 1 d’aprés les résultats de la section précédente.[]

Il reste maintenant & construire des processus de Markov de saut. Plus exactement, étant
données une famille {\(i) : ¢ € E'} de nombres réels positifs ainsi qu’'une matrice de transition Q
sur E vérifiant Q(i,7) = 0si A(7) > 0 et Q(i,7) = 1 si A(i) = 0, peut-on construire un processus
de Markov de saut X tel que \(i) = m et Q(i,§) =P; (Z1 = j) pour (i,j) € E??

La proposition précédente nous incite a procéder ainsi :

—~ On commence par simuler une chaine de Markov de transition @ (la chaine immergée
(Z)).

— Les états étant donnés par la suite (Z,), on simule conditionnellement & ces états une
suite de variables indépendantes, toutes de loi exponentielle et dont les parameétres sont
respectivement \(Zp), A\(Z1), . ... On obtient ainsi les délais T; 1 —T; entre les sauts (i > 0).

Il resterait néanmoins a vérifier que le processus ainsi construit vérifie bien la propriété de
Markov. Ceci peut se justifier au moyen de calculs un peu laborieux. Nous admettrons le résultat.
Lorsque sup;c g A(i) < 400, nous verrons un peu plus loin la possibilité de construire le processus
& partir d’'un processus de Poisson.

La construction évoquée ci-dessus offre aussi une méthode de simulation du processus. Nous
donnons une deuxiéme méthode de simulation en simulant directement les couples (T,11 —
T, Zp+1) conditionnellement & Z,, = i avec A(7) > 0 (sinon 7 est une trappe et on reste dans
cet état pour toujours). Lorsque le processus est en 1’état i, on simule des variables aléatoires
indépendantes (Y%), i ke toutes de loi exponentielle et dont les paramétres sont donnés est
A, k) = A(3)Q(i, k). La valeur de la plus petite de ces variables aléatoires donnera le nouveau
délai avant le prochain saut et son indice sera la valeur de ’état suivant Z,41(w). Avant de
voir pourquoi tout ceci fonctionne, il faut remarquer que le minimum ming; ; Y suit une loi
exponentielle de paramétre >, - A(i, k) = A(i) — A(4, 7). On a alors

P(Zn+1 - j,Tn+1 - Tn > t‘Zn - Z)

= P<t<Yj < minYk)
k#i,j

= /]lo<t<y<zA(i,j)eXp(_A(ivj)y) (A(@) = A4, 7)) exp (= (=A(0) — A(, 7)) y) dyd=z
= Q(i,j) exp (=A(i)t) .

Ce procédé permet donc bien de simuler le processus.
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4.5 Générateur et taux de transition

Définition 17 On appelle générateur la matrice (A(i,j))(m)eEg définie par

ARG, G) st i #
A(Z’j)_{ (i) si i=j

Remarque. On a toujours Z A, j) = 0.
jeE
Théoréme 10 Le semi-groupe {P;,t € R} vérifie pourt >0 :

P,
%AR«/ (équation dite backward).

En particulier, nous avons

{ Py(i,j) = Al )t +ot) si i #j,
P(i,i) =14 A(i, i)t +o(t) si i#]

Preuve. La preuve va utiliser le lemme suivant.

Lemme 5
P,(i,7) = exp (=A(i)t) L= ]+Z/ exp (—A(3) (t — s)) A(i, k) Py(k, j)ds.
ki
Voyons comment ce lemme permet d’obtenir le résultat. Observons tout d’abord que
> A( k) Pa(k,5) < D0 AQUL k) < AD).
k#i k#i

En utilisant le théoréme de convergence dominée, le Lemme 5| permet d’en déduire que la fonction
(en s) sous le signe intégral est continue. Ainsi t — P;(i,j) est dérivable et

P/(i,§) = —A(i)Py(i, ) + exp (=A(i)t) exp (=A(i)t) Y A(i, k) Py(k, j)
k#i
= (AP)(i,4)

Les développements limités en ¢t = 0 s’obtiennent alors aisément. [

Preuve du Lemme 5. On a
P(i,j) = Pi(Xy=4T1>t)+P;(Xy =511 <)
= ]li:jpi (Tl > t) + IP; (Xt =7,T1 < t)
Li—jexp (=A(i)t) + P (X¢ = 5, T1 < t).

Examinons
P (X =4,T1 <t) = Z]P)i (Z1=kT <t, Xy =7]).
ki

On remarque que

P;(Z1=kT1 <t, Xy =j) =E; (12,=4E;i (9 (T1, X 0 01y) Fry)),
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oug(s,Xobp)= Ls<ilx, o0, =j- La propriété de Markov forte assure que

Ei(g9(s, X 00p)|Fr) = Bz (Ix,_,—;) Le<t
= Pt—s (Zlaj) ﬂs§t~

Mais notons qu’ici, on n’est pas tout a fait dans le cadre de 'application de la propriété de Markov
forte car s est remplacé par la variables aléatoire 77. Mais comme 7T} est Fp, —mesurable (et
joue donc le role d’une constante dans le conditionnement), nous admettrons qu’une version plus
générale de la propriété de Markov forte assure que :

E; (9 (T1, X 0 01,) Fry) = Pr—r, (Z1,7) L1y <t
La fin de la déemonstration utilise ’expression de la loi du couple (71, Z1). Nous avons

Pi(Z1=kTi <t, Xy =3j) = Ei(Az,=tPi—1 (k,7)11<¢)
= [ e (A0 N s
= /Ot exp (—A(4)s) A(i, k) Ps(k, 7)ds.
Le lemme est ainsi prouveé.[]

Proposition 25 On suppose M = sup;cp A(i) < +o00. Alors

+o0
A"
P, =exp(tA) = Z o
n=0 ’

Preuve. On commence par remarquer que Q; = exp (tA) est bien définie. En effet,

D AG D <A@ + D ANDRQ, §) = 2A(3),
JjeE J#
ce qui entraine
|A™ (i, 5) < (2M)".
On en déduit que t — Q¢ est bien définie, qu’elle est dérivable et que Q) = AQ;. La dérivée de

t — Q_P; est nulle ce qui entraine exp (—tA) P, = I (matrice identité correspondante au cas
t =0). On en déduit que P; = exp (tA).0

Corollaire 1 Soit A une matrice sur E' x E tel que A(i,j) >0 et > ;cp
i€ E. Si M =sup;cp —A(i,1) < 400 alors T = % + I est une probabilité de transition. Dans
ce cas, si (W,) est une chaine de Markov de transition T, alors le processus de X défini par
X = Wh, est un processus de Markov de saut de générateur A.

A(i,j) = 0 pour tout

Preuve. Remarquons que T'(i,j) = Ag\i}j) > 0sii # jet T(i,i) = Aj(\i[’i) + 1 > 0. Ainsi

T(i,j) > 0. De plus,

S T(i,4) = i A(i’j\fj) A6 +1=1.

JjeE

T est donc bien une matrice de transition. D’aprés la Proposition 20 X est alors un processus

de Markov tel que
P, =exp (Mt(T —I)) = exp(tA).O
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Remarques

1.

4.6

4.6.1

Si sup;ecp —A(i,4) = 400, il est possible de construire un processus de générateur A en
considérant le processus minimal.

On peut remarquer que les sauts du processus ne coincident pas avec les sauts du processus
de Poisson N. En fait N contient plus de sauts que X : N peut avoir un saut alors que
deux valeurs consécutives de la chaine W peuvent coincider.

Le semi-groupe {P; : t € R} } n’est pas toujours calculable (si F est fini, on peut calculer
I'exponentielle de matrice exp(tA)).

En général, on définit le processus de Markov directement & 1’aide d’un développement
limité en utilisant les nombres A(4,j) qui s’interprétent comme des taux de transition. Si

P(i,7) = A(i, j)t + o(t).

En pratique les nombres A(7, j) ont une signification concréte.

L’estimateur du maximum de vraisemblance

Calcul informel de la vraisemblance

On suppose qu’une trajectoire de X est observée sur un intervalle [0,¢] avec ¢ > 0. On
suppose que le générateur A = Ay est paramétré par un parameétre § € R?. Comme nous ’avons
déja fait pour le processus de Poisson, nous allons étudier 'information disponible ¢’est a dire

le nombre de sauts Ny(w) =n € N,

— les délais entre les sauts S1 =11,...,5, =1, — T,_1,
— les différents états du processus Zp(w), ..., Zp(w).
Intuitivement, le calcul du maximum de vraisemblance nécessitera le calcul des probabilités du
type
P(Nt :TL,Sl S Bl,...,Sn € B, Zg=10,---,%n :’Ln),
ou Bi,..., B, sont des boréliens de R et ig, ..., i, des points de E. Nous avons
]P)(Nt :TL,Sl € Bl,...,Sn eB,,Zog=19,---,%n :iTL)
= ]P)(Tn+1 >t,T,<t,S1€B,...,5,. € By, Zy=19,...,2Zp :Zn)
]P)(ZO :iO)Pio (Tn+1 >t T, <t,S1€B1,...,.5.€ By, Z1=11,..., 24, = Zn)
= ]P)(ZO = iO)Pig (Tn+1 >t T, <t,S1 € By,...,5, € Bn|Z1 =01,..., 0y = Zn)
X Qglio,i1) -+ Qolin—1,%n)
= P (Zy =io0) Qo(io,i1) - Qo(in—1,7n)
n n—1
X / exp —)\g(in)(t - Z Sj) 12?:1 5;<t H Ag(lj, ig_,_l) exXp (—)\g(ig)Sg_H) d51 s dsn.
Bix--XBp j=1 /—0
On définit la vraisemblance par
n—1
LY (51, $nvityeevinen) =[] Aelie,iesr) exp (sest (Aplic,ie) — Aglin,in)))
=0

X exp (Ae(in, Zn)t) IP>(20 = iO)'
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On peut alors réécrire la log-vraisemblance sous la forme

lnLén)(sl,...,sn,il,...,imn)

_ (t) . o e () o .

= > N In(Ag(i,5) + Y (Ag(iyi) — Ag(in,in)) By + tAg(in,in) + In (P(Zo = i0)) ,
1,jeE i€k

ol NZ-(;) désigne le nombre de transitions de ¢ vers j avant ¢ et Rgt) désigne le temps passé en ¢
dans [0, t].

4.6.2 Définition de la mesure dominante

On notera par p la mesure de comptage sur E et par A la mesure de Lebesgue sur R. On
a vu que l'information disponible lorsqu’on observe (X;)o<s<¢ était complétement résumée par
les variables aléatoires (Zy, Z1, 51, ..., Zn—1,Sn—1, Zn) lorsque Ny = n. Le nombre de variables

utilisées est donc également aléatoire et nous allons définir un espace mesurable adapté & cette
situation. Plus précisément, on définit pour tout entier n non nul, 'espace produit

que on munit de la tribu produit notée G,, (F étant muni de I'ensemble de ses parties et R de
la tribu des boréliens) ainsi que de la mesure produit

o =@ (@ p® ).

Pour n = 0, on pose Wy = E et on munit cet ensemble de la tribu des parties de E ainsi que de
la mesure . On pose enfin W = UpenW,, qui sera muni de la tribu

G={ACW:VneN,ANW, € G,}

et de la mesure o définie par
+oo
o(A) =) oM (AnW,), Acg.
n=0
L’application Y : (Q, A, P) — (W, G) définie par

Y(w) = (Zo(w), Z1(w), S1(w), - - Zn(w), Sn(w))  si Ni(w) =n,

est alors une variable aléatoire. De plus, il existe une bijection f telle que (Xs)o<s<t = f(Y).
D’apreés une remarque énoncée a la fin du premier chapitre, il suffit de maximiser la vraisemblance
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associée a Y pour déterminer 'EMYV. Nous avons

P(Yed) = > P(YeAnW,)
neN

“+o0
= > P((Z,...,Sn) € AN Wy, Ny = n)
n=0

= Janw,
= Z/Lén)(’”)]lwnda(")
n=0 A
+oo
= Z/ga]lwnd(f(”)
n=0 A

ol1 'on a posé
k
g0 =Y LY (- k) lw,.
keN
La vraisemblance est donc la fonction 8 — go(Y') et correspond bien au calcul qui a été effectué
précédemment.

4.7 Quelques exemples

1. Un exemple simple en fiabilité. On suppose E = {0,1} et on pose

A= (‘Aﬂ f&)-

Ainsi A(0) = u, A(1) = Xet Q(0,1) = Q(1,0) = 1. Le processus X associé correspond a
I’état d’'une machine au cours du temps. Si X; = 1, la machine est en état de marche et si
X; =1, la machine est en état de panne. On voit alors que les temps de fonctionnement
sont i.i.d de loi exponentielle de paramétre p et sont aussi indépendants des temps de
panne qui sont i.i.d de loi exponentielle de paramétre \ (remarquer que sous P; la suite
des états est déterministe, ¢ = 0,1). A titre d’exercice, on pourra vérifier que

o+ x oxp (—(A+ ) gy—g;mm—u+um)

} .

P, =exp(tA) =
= exp(id) (gy—gympeu+um b exp (— (A + o))

On pourra aussi déterminer 'EMV du couple (p, A).

2. Voici un exemple d’un processus & 5 états qui a été utilisé pour étudier I’évolution du
SIDA. On considére un malade dont les 5 états peuvent étre
1 infecté sans anticorps, 2 avec anticorps sans symptomes, 3 avec premiers symptomes, 4
état cliniquement avancé, 5 mort. Le générateur est donné par

-a o 0 0 O

o - B 0 0
A=10 0O —y ~v O
0 0 0 -6 ¢
0 0O 0 0 O
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En général, pour ce type de probléme, on dispose de N trajectoires associées a N individus
infectés. Si les états de ces individus sont indépendants, on peut calculer la vraisemblance
en effectuant le produit des vraisemblances des N individus. L’asymptotique des estima-
teurs peut alors étre étudiée lorsque N — +o0.

3. Processus de naissance et de mort. On suppose que X; désigne le nombre d’individus dans
une population & l'instant ¢. Le processus X est supposé markovien avec si n € N* :

Pt(n>n+1)25nt+0(t)> Bﬁ(nan_l) :ant+0(t)'

On a alors A(n,n — 1) = an, fn = A(n,n+ 1), A(n) = an + fn, Q(n,n — 1) = 95— et
Qn,n+1)= affﬁn' L’état n = 0 est une trappe.

Par exemple, lorsque a,, = na et B, = nf, a s’interpréte comme le taux de mortalité et
B comme le taux de natalité. On peut justifier le caractére non-explosif. Si Zy = i, alors

Zr <k+iet AN(Zy) < (a+ B)(k+1i) ce qui entraine

Jff 1
= +00.
= M)

Cette condition entraine la non-explosion comme le montre la preuve de la Proposition

([23)).
4.8 Exercices

ExgErcick 11 On considére une population de m individus. Au temps ¢ = 0, on suppose
qu’un individu vient d’étre contaminé; les autres individus sont susceptibles d’étre contaminé.
De plus linfection est supposée non curable. On admet que dans chaque intervalle de temps
de longueur h, toute personne infectée peut contaminer une personne saine avec probabilité
ah + o(h), h — 0T. Soient X; le nombre d’individus infectés a l'instant ¢ > 0 et T; le temps
nécessaire pour passer de 7 individus infectés a ¢+ 1, pour 1 <i <m — 1.

1. Montrer que X est un processus de Markov dont le générateur est donnée par
(m—id)iasij=i+1,1<i<m-—1,
aij =4 —(m—i)iasii=je{l,...,m—1},

0, sinon.

2. Soit T le temps nécessaire pour que toute la population soit contaminée. Calculer E(T') et
Var(T) (on utilisera les délais \S; entre les sauts ainsi que leur loi).

EXERCICE 12 processus du télégraphe
Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans {—1, 1}, indépendante d’un processus de Poisson
simple N d’intensité A. On définit alors le processus X par

X, =Y x (-1, teR,.
Montrer que X est un processus de Markov & sauts dont les transitions sont données par

400 2n
n(t ) =ity =e S B0

n=0

N +oo ()\t)2n+1
p(—1,1) =pe(1,—1) = e~ E -—,
vt (2n +1)!
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Quel est alors le générateur A de X 7
Comment obtenir facilement I'estimateur du maximum de vraisemblance de A si on dispose des
observations {X;/0 < s <t}?

EXERCICE 13 Soit X un processus de Markov de sauts a trois états et dont le générateur est
donné par

-2 A 0
A=10 =X A
A0 =

Donner I'expression du ’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre A lorsque on
suppose observé une trajectoire sur U'intervalle [0, ¢].

ExXErRcICE 14 Soit X un processus de Markov de sauts & valeurs dans un espace E au plus
dénombrable. En reprenant les notations du cours, on suppose que le générateur A vérifie
sup;cp |A(i,7)| < 4o00. Soit By = {Ty < t} 'événement "au moins deux sauts se produisent
dans lintervalle de temps [0,¢]". Montrer que

=0.

P;(B
lim sup i(By)
t30ieE U

Indication : on pourra utiliser pour t € Ry, Uinégalité P(X +Y <t) < P(X <t)-P(Y <?)
valable pour deur variables aléatoires X et Y indépendantes et a valeurs positives. De plus on
rappelle que 1 — exp(xz) < —x pour x € R.
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Chapitre 5

Intégrale stochastique et modéles de
diffusion

L’objectif de ce chapitre est de présenter briévement les notions de martingale & temps
continu, d’intégrale stochastique et d’équation différentielle stochastique. Il ne sera pas ques-
tion ici de présenter ces outils de la maniére la plus générale et de mener une étude sérieuse
de leurs propriétés mathématiques (se reporter au cous de J.C Breton http : //perso.univ —
rennesl.fr/jean — christophe.breton/Fichiers/processusM2.pdf pour un cours détaillé sur ce
sujet ainsi que pour les preuves de certaines propriétés de ce chapitre).

5.1 Martingales & temps continu

5.1.1 Définition et exemples

Définition 18 Un processus (My)i>o est une martingale (resp. sous-martingale, resp. sur-martingale)
pour la filtration (F)y~q si

1. My est Fy—mesurable (i.e processus adapté).
2. E(|M;]) < +o0, ¥t > 0.
3. Vs <t, E(My|Fs) = My (resp. >, <).

Remarques
— Evidemment, une martingale est a la fois une sous et une sur-martingale.
— X est une sous-martingale si et seulement si —X est une sur-martingale.
— Comme E(M;) = E (M| Fs), on voit que l'espérance d’une martingale est constante au
cours du temps (alors qu’elle est croissante pour une sous-martingale et décroissante pour
une sur-martingale).

Proposition 26 Si X est un processus a accroissements indépendants avec E (| X¢|) < 400 pour
tout t > 0, alors le processus M défini par My = Xy —E(Xy) est une martingale pour sa filtration
naturelle.

Preuve. Il n’y a que le point 3. de la définition & vérifier. Remarquons qu’il revient au méme
de montrer que pour s < t, E(M; — My|Fs) = 0. En observant que pour s < ¢, la variable
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X; — X est indépendante de F;, on a

E (Mt - Ms‘fs) = E (Xt - Xs - E(Xt) + E(Xs)’fs>
E(X; — X, Fs) — B(X; — X,)
E(X; — X,) — E(X; — X,)

= 0.0

Exemples. Le mouvement brownien, (N; — At),~, ott N est un processus de Poisson simple
de parametre A > 0 sont des martingales.

Proposition 27 Si B est un mouvemnent brownien, les processus (Bt2 — t)t et (exp (aBt — %t))
t

(pour o € R) sont des martingales pour la filtration naturelle du mouvement brownien.

Preuve. Les points 1. et 2. sont aisément vérifiés. Montrons le point 3.. L’argument principal
consiste a utiliser I'indépendance et la stationnarité des accroissements du mouvement brownien.
Pour le premier processus, nous avons

E (B} —t|Fs) = E((B;— Bs)* — B2 +2B,B; — t|F)
= t—s+B>—t

_ 2
= B —s.

Pour le deuxiéme,

(e (72 -5)17) = e (o= Gt ) E e (o(B— B))

Nous avons utilisé au passage 1’expression de la transformée de Laplace de Bi—Bs ~ N(0,t—s).00

Proposition 28 Si M est une martingale (resp. sous-martingale) et ¢ : R — R est une fonction
convege (resp. convexe croissante) et telle que E (|p(My)|) < +oo pour tout t > 0, alors le
processus ($(My)),>q est une sous-martingale pour la méme filtration.

Preuve. Il s’agit d’une application de l'inégalité de Jensen conditionnelle. Dans les deux cas
de figures, on a pour s <,

5.1.2 Inégalité maximale de Doob. Convergence

Dans la suite, on ne considérera que des (sous, sur) martingales continues a droite
et avec limite a gauche. Ce cas correspond a celui de tous les exemples que nous verrons.

Théoréme 11 (Inégalité de Doob) Soient X est une martingale indexée par un intervalle I
de Ry et p > 1 un nombre réel. Alors

WP <sup X > A) < supE (X, P)
tel tel
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Si de plus p > 1, alors

p
E <sup|Xt|p) < <1p> SupEE (|X,P)
—p

tel tel

Remarque. Si (X)es avec I = [0, M] est une martingale, alors le processus (| X¢|?),; est une
sous-martingale lorsque p > 1 (voir Proposition . En utilisant la croissance de 'espérance, on
a

sup B (| Xiff) = B (|Xar[?)

te

Théoréme 12 Pour une martingale X, les deuzr propriétés suivantes sont équivalentes.
1. lim¢—y 400 Xt existe dans L.
2. Il existe Xoo € L tel que X; = E (Xoo|Fr).

Sous l'une ou lautre des conditions précédentes, la limite est aussi presque sire (i.e Xoo =
limy 400 Xt p.s). De plus, si X est bornée dans LP pour un certain p > 1 (i.e sup;>q || X¢|lp <
+o0) alors les propriétés précédentes sont wvalables et la convergence a lieu aussi dans LP (i.e
limy 400 | Xt — Xooll[p = 0).

Remarque. L’implication 1. = 2. peut étre prouvée facilement. En effet, on a

X = E(Xoo Fe) 1 = B (XegnlFt) — E(Xoo|Fr) [l
< [ Xepn = Xoollr-

Lorsque h tend vers 400, cette borne converge vers 0. On a alors automatiquement X; =
E (Xoo|Ft) p-s.

5.1.3 Le théoréme d’arrét

La propriété de martingale se généralise au cas des temps d’arrét.

Théoréme 13 (théoréme d’arrét) Soient X une martingale, S et T deuz temps d’arrét bor-
nés tel que S <T. Alors
Xs =E (X7|Fs).

Proposition 29 Si X est une martingale et T est un temps d’arrét, alors le processus X T défini
par X' = Xrar (ot t AT = min(t, T)) est encore une martingale pour la méme fillration que
X.

En prenant S = 0, on voit que sous les hypothéses du théoréme d’arrét, E(X7) = E(Xj). Ce
théoréme peut se généraliser a des temps d’arrét non bornés sous certaines conditions.

Exemple d’utilisation. Soit @ > 0. Définissons le temps d’arrét T, par
T, =inf{t >0: B; > a},

qui représente le premier instant ol un mouvement brownien dépasse le seuil a. On peut vérifier
que Ty < 400 p.s. En effet si N > 0, on a

<5

P(Ta>N):IF’< sup Bt<a) = P(|By]| §a):]P’(Bl
0<t<N
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en utilisant la loi du sup du brownien sur un intervalle (loi que nous avons déterminée au Chapitre
2). On en déduit que
P(T, = +o0) = Nlim P(T, > N)=0.

—+00

Ainsi, en utilisant la continuité des trajectoires, on en déduit que By, = a p.s. Nous allons
utiliser le théoréme d’arrét afin de déterminer la loi de T;. Soient s € R et

2
Mt = exp <8Bt - S2t> 5 t e R+.

Alors M est une martingale (en utilisant la filtration associée au brownien). Comme ¢ A T,
(minimum de ¢ est de T},) est un temps d’arrét borné, nous avons d’apres le théoréme d’arrét
E (Miar,) = 1. Comme M;a7, < exp(sa), le théoréme de convergence dominée garantit que

1=E(Mr,) = tLiLnOOE (Mint,) -

Mais I'égalité E (Mrg,) = 1 s’écrit E (exp (—%TO) = exp(—sa). Ainsi la transformée de Laplace
de T, est donnée par

E (exp (=\T},)) = exp (f\/ 2)\a> ., A>0.
Ainsi la loi de T, est déterminée. On peut en fait montrer qu’il s’agit de la transformée de

Laplace de la densité

T =

a (I2 1
o3 exp <—2$> z>0-
5.2 La notion d’intégrale stochastique

5.2.1 Motivation

Nous présentons deux exemples qui illustrent Uintérét de définir I'intégrale d’un processus
par rapport & un mouvement brownien.

1. Considérons I’équation différentielle
Nt, == CLtNt, NO =X.

La fonction N peut par exemple représenter I’évolution du cours d’un actif au cours du
temps; a; est alors interprété comme le taux d’intérét instantané du prix au temps t. 11
s’agit d’'une équation déterministe. Il serait naturel de supposer que a; soit soumis a des
effets aléatoires :

a; = r¢ + "bruit".

On pourrait alors penser & écrire
N{ = (r¢ +Yy) Ny,

ot {Y; : t > 0} est famille de variables aléatoires i.i.d toutes de loi gaussienne N'(0,0?).
Cependant, les trajectoires ¢t — Y;(w) sont trés irréguliéres. Une solution est alors d’utiliser
les accroissements d’un mouvement brownien B. Si t;11 — t; est proche de 0, on pourrait
remplacer

Nty — Ny, = ag, Ny, (tig1r — i) + No Yy, (B — t)

1+1
par

Nijoy — Ny = ag Ny, (tig1 — ti) + Ny, (Bt,,, — By,) -
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En sommant sur une subdivision 0 =tg < t; < ... < t, =t, on aurait

n—1 n—1
Nt - NO ~ Z atiNti (ti+1 - tz) -+ Z Nti (Bti+1 - Btl) .
=0 =0

Si on fait tendre le pas de la subdivision vers 0, on aimerait que le processus N vérifie
t t
N; — Ny = / asNgds +7 / NqydBy”, t>0.
0 0

La notion d’intégrale par rapport au brownien reste a définir.

2. On peut étudier le mouvement d’une particule soumise & une infinité de chocs aléatoires
en des temps trés courts (par exemple dans un liquide) en écrivant pour h petit

Xt+h — Xy ~b (ta Xt) h+o (ta Xt) (Bt-‘rh - Bt) ’

ot B désigne un mouvement brownien de R3, X; désigne la position de la particule au
temps t, la fonction b donne la direction du mouvement (paramétre de dérive ou drift) et le
second terme est un terme de fluctuation avec une fonction o appelée coefficient de diffusion
(ou volatilité) qui dépend du temps et de la position (et est & valeurs dans l’ensemble de
matrices réelles de taille (3,3)). Remarquons que si X; est indépendant de I’accroissement
Byi1,— By, alors on considére que l'accroissement X, —X; suit approximativement une loi
gaussienne de moyenne b (¢, X;) h et de variance o (¢, X;) o (t,X;)" h (conditionnellement
a X;). La aussi, la somme des accroissements le long d’une subdivision d’un intervalle de
temps conduit & la notion d’intégrale par rapport au brownien.

5.3 Construction de I'intégrale stochastique

Nous avons vu lors du Chapitre 2 que les trajectoires du mouvement brownien n’étaient pas a
variation bornée. Il n’est donc pas possible de définir I'intégrale d’un processus X par rapport au
mouvement brownien en étudiant la convergence des sommes de Riemann Z?;()l Xt,(w) (B, (w) — By, (w))
pour w € Q fixé. L’idée développée par It6 est d’étudier la converge dans L2 () de ces sommes
partielles.
Dans tout ce chapitre, on se donne un mouvement brownien continu

B = (QF, (F)is0+ (Bi)iso )
On considére également un intervalle I = [0,7] ou T est un réel strictement positif.

Définition 19 On dit que X = (X;)ier est un processus élémentaire s’il existe une subdivision
0=t <t1 <...<ty, =T del ainsi que des variables aléatoires Z;, Fy,—mesurable pour

1=0,...,n—1, telles que
n—1

Xi = Z Zily<t<t;,, tE€IL
i=0
On notera Eo ensemble des processus élémentaires de carré intégrable et E ['ensemble des
processus €lémentaires quelconques.

X € FE est un processus dont les trajectoires sont constantes par morceaux. On définit
Iintégrale de ce type de processus de la maniére suivante. On peut remarquer que F est un
espace vectoriel.
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Définition 20 Si X € E, on définit son intégrale stochastique par la formule :
T n—1
/ X,dBs =Y _Z; (Bi,, — Bt,).
0 i=0
Proposition 30 1. Si X, Y € E et A eR, alors

T T T
/ (Xs + AYs) dBs —/ Xsst—i—)\/ YsdBs;.
0 0 0

2. Si X € Es, alors la moyenne et la variance de l'intégrale stochastique sont données par
T T 2 T
E </ XsdBS> =0, E (/ XsdBS> =F </ X§ds> .
0 0 0

1. Tl suffit de prendre une subdivision commune & X et & Y (par exemple la réunion des deux
subdivisions associées). L’égalité est alors immédiate.

Preuve

2. La preuve du second point utilise 'argument clé suivant. Pour tout s < ¢, 'accroissement
B, — Bs est indépendant de Fs. Pour le calcul de la moyenne, nous avons

e[ xan) - ZE (% (B, — Bu)

n—1
= Y E(Z)E(B., — B:)
1=0
= 0.
On a

T 2 n—1
</ Xsst> = Z ZiZj (Btz‘+1 - Btz‘) (Btj+1 - Btj) :
0

i,j=0

Sii < j,alors By, , — B, est indépendant du produit Z; Z; (Bt
On en déduit que

E <</OT XSdBS>2> = TSE (Zf (Btion — Btz-)Q)

=0

- TiE (Zf) E ((Bti+1 B Bti)Q)

i Bt,-) qui est F¢; —mesurable.

n—1
= ZE (Z7) (tis1 — ti)
i=0

T
= E (/ des> O
0

Remarque. Si X € Ej, alors (w,t) — X;(w) appartient & My qui le sous-espace vectoriel de

L2 (Q x [0,T],F @ B([0,T]),dP ® dt)

formé des processus adaptés. De plus 4 /E ( fOT X 3ds> représente la norme de X pour cet espace.
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Corollaire 2 L’application X — I(X) = fOT X:dBy est une isométrie sur 'espace vectoriel Eo
muni de la norme de My dans l'espace vectoriel L2 (Q, F,P).

Preuve. [ est linéaire et d’aprés la proposition précédente,

T
I1(X)|72p) = E (/ des) O
0

La construction de l'intégrale stochastique est basée sur le résultat de densité suivant que
nous admettrons.

Théoréme 14 Si X € Mo, alors il existe une suite (X(”))n d’éléments de Ey telle que

T
lim E (/ |x(M — X8|2ds) = 0.
n—-+oo 0

Corollaire 3 L’isométrie I : X — fOT X dBs de E5 dans ]LQ(Q) se prolonge de maniére unique
en une isométrie de My dans L2(Q). On parle d’isométrie d’Ito.

Preuve. Soient X € My et (X (”))n une suite d’éléments de Fs telle que

e ([ (n-x) ) o

Alors si p,g € N, on a

Iz (X<p>> i (X@) o = \/IE (/OT (Xt(p) - Xt(Q))th).

On voit alors que la suite (I (X (”)))n est une suite de Cauchy dans L2 (Q2) qui est un espace

vectoriel normé complet. Cette suite converge et on peut définir alors I(X) = lim,, o, [ (X (”)).
Il est aisé de vérifier que cette limite ne dépend pas de la suite choisie. En effet, si (Y(”))n est
une autre suite qui approche X, la propriété d’isométrie montre que

T 2
(n)) _ ()12 = (n) _ y-(n)
||I(X ) I(Y )|2_E</0 (Xt Y, )dt).
Ainsi les deux suites (1 (X(”)))n et (I (Y(”)))n posséde la méme limite dans L2 (Q).00

Définition 21 Notons encore I le prolongement de [’isométrie évoqué dans le corollaire précé-
dent. Si X € Mo, la variable aléatoire I(X) est notée également fOT XsdBg; et est appelée intégrale
stochastique de X par rapport & B sur Uintervalle [0,T].

Exemple de calcul. On se propose de calculer fOT B:dB;. Notons que cette intégrale existe

bien car
T T T2
E(/ BEdt) :/ tdt = —,
0 0 2
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ce qui montre que B est bien dans M. Utilisons ’approximation

2" -1

(n) _
X" =) Bl wior.
k=0

En effet

T " ) on_1 (k41T )
E</0 (Xt —Bt) dt> - kZoE</’55 (B%—Bt> dt>

an—1 (DT
277,

— Z/ﬁ <—Zf+t>dt

k=0 * 2™

T on+l - U

On a donc

T T
/ BB, = lim [ x™dB,
0

n—-+40o 0
2n—1

—  lim B (B _B )
n—>+ookzo % T(k+1) ]573;

omn

2" —1
1 .. 2
= i 3 (Blapr - By~ (e - By))

omn

2n—1
1 1 2
= $B}—3 lm (B(MT _ BkT)
2n

2 n—+4o0

En utilisant I'expression de la variation quadratique du mouvement brownien (Chapitre 2), la
limite dans L2 de I'expression ci-dessus vaut % (B% -T ) On a donc

T
/ BydB,s =
0

Cas particulier de l’intégrale de Wiener. Soit h : Ry — R une fonction (déterministe)
mesurable et de carré intégrable sur [0,7], i.e

(B3 -1T).

| =

T
/ h(s)*ds < 4o0.
0

L’intégrale stochastique f(;f h(s)dBs est donc bien définie. On peut choisir des fonctions déter-
ministes h,, pour n € N de la forme

pn—1
_ (n)
hn = Z € ]ltE”)SKtETl
=0
et telles que
T
lim |hn(s) — h(s)|*ds = 0.

n—-+oo 0
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Remarquons que si h est continue, on peut choisir M —p (s(n)) ot " < s < ¢ (avec un

i i i i i+1
pas de subdivision qui tend vers 0 quand n — +00). Ainsi,

n—-+o0o
=0

T pn—1
Mr = / h(s)dBs = lim an) (Bt(n) — Bt(n)>
0 it1 i

est la limite dans IL? (Q2) de variables aléatoires gaussiennes. My est donc une variable aléatoire
gaussienne. Sa moyenne vaut 0 et sa variance est (M%) = fOT h(s)?ds. On parle d’intégrale de
Wiener lorsque le processus a intégrer est déterministe.

Si X € Ms, on peut définir plus généralement ff XsdBg pour 0 < a < b <T. On dispose
alors des propriétés suivantes.

Proposition 31 Si X et Y sont dans My et A € R, alors
1. [V XdBs = [" XydBs + [ XydBs, 0 <u<w<v<T,
2. [V (Xs+ AYs)dBs = [ XodBs + X [ YodB,
3. E (f; X dBs) =0 et Var (f; X dB;) =E (f; X2ds),
4. fi ZX,dBgs = Zf;) X.dBs si Z est F,—mesurable et ZX € M.

Preuve. 1l suffit d’approcher par des processus élémentaires et de passer a la limite.[]

5.3.1 L’intégrale stochastique en tant que processus

Proposition 32 Soit X € M.

1. Le processus (It)y<,<p est une martingale de carré intégrable adaptée a la filtration brow-
nienne.

2. 1l existe une version continue du processus précédent.

Preuve. On ne prouve que le premier point. Si ¢ € Ry, I; peut s’écrire comme une limite
dans L2 d’une suite de variables aléatoires F;—mesurables. Quitte & considérer une sous-suite,
on peut supposer que la convergence est presque siire. Ceci entraine que I; est F;—mesurable.
Pour vérifier la propriété de martingale, on considére A € F; et h > 0. On a

t+h
E((Iyn—1;)14) = E (]1,4 XSdBS>
t

t+h
= E </ ]lAXSdBS>
t

= 0,

en utilisant les propriétés de I'intégrale stochastique (Proposition . D’aprés la caractérisation
de lespérance conditionnelle, on a bien E (I;44|F:) = 1.0
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Remarque sur ’intégrale de Wiener. Lorsque X; = fg f(s)dBs on f désigne une fonction

localement de carré intégrable, on peut vérifier que le processus X est gaussien : si t) < to <
. < ty, toute combinaison linéaire de variables X; ,..., X, peut aussi s’écrire comme une

intégrale de Wiener entre ¢t = 0 et t = t,,. Pour le prouver, il suffit en fait d’observer que

ti tn
/ f(s)dBs = / Lo, (s)f(s)dBs, i=1,...,n.
0 0

En effet I’égalité précédente est vraie pour les fonctions en escalier et on peut passer & la limite.
On peut alors utiliser les propriétés de linéarité de l'intégrale stochastique.

Extension de l’'intégrale stochastique. On peut donner un sens & lintégrale ff XdBg
lorsque on a seulement P ( fab X2ds < —i—oo) = 1. Pour un tel processus X mesurable et adapté

a la filtration brownienne, on peut montrer qu’il existe une suite (X (”))n d’éléments de E tels

que
b

lim (X§"> . Xs)2 ds=0, P—p.s.

n—-+o00 a

Dans ce cas, il existe une variable aléatoire Z telle que

b
lim XMdB, = Z, en probabilité

n—-+oo a

et Z ne dépend pas de la suite choisie (& I’égalité presque sire prés). On écrit Z = f; XsdB;.
Lorsque si X € Ms, on retrouve l'intégrale stochastique précédemment définie. Cependant, dans

le cas général, le processus (f(f XSst>0< o n’est plus forcément une martingale. On parle
1<

alors de martingale locale, notion qui ne sera pas développée dans ce cours. Lorsque X est a
trajectoires continues, on peut facilement déduire de cette construction que

mp—1 b
REI-EOO Zg th,'i (Btn,i+1 _Bt'n,i) :/a XSdBS’
7=

en probabilité pour une suite de subdivisions de [0, 7] dont le pas tend vers 0. En effet, presque
sirement, les trajectoires du processus

mp—1

(n) _ §
Xt - th,iﬂtn,i§t<tn,i+1
=0

converge uniformément vers celles de X sur U'intervalle [0, T7.

5.4 La formule d’It6

Définition 22 On dit que X est un processus d’Ité s’il est (F;), —adapté et s’il s’écrit
¢ t
X=Xy +/ asds+/ bsdBs, te€[0,T],
0 0

ot a et b sont deuxr processus adaptés tels que f0T|as|dS < 400 et fOT blds < +oo presque
strement.

Deux processus adaptés a et b vérifient les conditions d’intégrabilité de la définition précédente
si leurs trajectoires sont continues. On écrira aussi dX; = a;dt + bydBy.
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Exemple. On a vu que f(f BsdBs = % (Bf — t) ce qui entraine que
¢
B} = t+2/ B,dBs.
0

Ceci montre que (Btz) , est un processus d’'Tt6. Plus généralement, nous avons le résultat fonda-
mental suivant qui donne la formule dite d’It6.

Théoréme 15 Soit X un processus d’Ité sur [0,T] : dX; = audt + bidBy, si t € [0,T]. Si
f:R xR, — R est une fonction de classe C?, alors le processus (f(Xt,t))g<sr et encore un
processus d’Ito et on a presque sdrement

fof
o ot

t af
(Xs,8)ds + | ==(Xs,8)dXs +
0 8.%‘

1 [to%f

5/, w(Xs,s)bzds.

f(Xt7t> = f(X07O) +

Remarque. Nous admettrons la formule précédente appelée formule d’It6 mais nous allons
expliquer briévement I'origine du dernier terme. Prenons le cas du processus X; = f(B;) ou B
est un mouvement brownien et f est une fonction C2. On suppose que f, f’ et f” sont bornées.
La formule de It6 donne

1
dX, = f'(Bi)dBy + 3 " (By)dt.

Si maintenant Y; = f(A4;) ot les trajectoires du processus A sont de classe C! alors on sait
d’aprés la formule de la moyenne que

dYy = f'(Ar)d Ay,

avec dA; = Ajdt et le deuxiéme terme est absent. Nous avons déja évoqué au Chapitre 2 le fait
les trajectoires de B étaient bien plus irréguliéres que celles d’un processus C'. Comparons le
comportement infinitésimal des deux processus & 'aide de développements limités.

1 2
Xti+1 - Xti = f/ (Bti) (Bti+1 - Bti) + if” (Bti) (Bti-H - Bti) + "'reste" .
En sommant sur une subdivision de [0, ¢], on obtient
1 2
Xt —Xo = Z f'(By,) (BtHl - Bti) + 5 Z " (By,) (B,gi+1 — Bti) + "reste" .
1 (2
On a bien str la méme chose pour Y. Au niveau du premier terme, on a

t
Zf/ (Btz) (Bti+1 - Bti) - /0 f/(BS)dB87

t
Z f/ (Atz) (Ati+1 - Atv’,) — / f/(AS)dAS'
. 0
Au niveau du deuxiéme terme, on voit que
Z f” (Ati) (Ati+1 - Ati)Q < sup |Ati+1 - Ati| Z ‘fﬁ (Ati) ”Atiﬂ - Ati‘

— Ay x Viog(4) x sup [f" (As)|
s€[0,¢]

< sup [ At
(2

et cette derniére borne tend vers 0 lorsque n — +oo (V[OJ}(A) désigne la variation totale de
A sur [0,t]). En revanche le deuxiéme terme semblable pour X ne tend pas vers 0. C’est clair
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intuitivement, car au niveau des espérances on peut voir en utilisant les propriétés du brownien

que
E <Z f// (Bti) (Bti+1 - Bti)2> =E (Z f// (Bti) (ti+1 - tz)) )

quantité qui tend vers E (fg 1" (Bs) d8> qui est la moyenne du deuxiéme terme de la formule
d’It6. On peut en fait montrer que

t
hme// (Bti) (Bt'i+1 - Btz‘)2 = /0 f//(BS)dS’

dans L2 (Q2). Au niveau des "reste", on peut montrer que les deux quantités tendent vers 0
(pour X ou pour Y). On se rend compte sur cet exemple que Uirrégularité des trajectoires du
mouvement brownien est a 1’origine de I'apparition d’un terme supplémentaire pour la formule
de la moyenne habituelle des fonctions C'.

Dans le méme ordre d’idée, on a la formule d’intégration par parties.

Proposition 33 Soit X et Y deux processus d’Ité dont les décompositions sont données par
dX; = a\Mdt + vV dB,,
ay; = aPdt + b dB,.

Alors le processus (Xtyt)tzo est aussi un processus d’Ité et sa décomposition est donnée par

d(XY), = XtdY; + Y;dX, + Vb Pat.

Preuve. Il s’agit d'une conséquence de la formule d’Itdé en utilisant la décomposition

1 1
7Xt2 - 53/1527

1 2
XY, == (X + Y —
t¥t 2(t+ 7) 5

et en appliquant la formule d’Itd & chaque terme.[]
Exemples.

1. BE=t+2 fot BsdB; est une formule déja vue auparavant.
2. Soit X; = exp (By — 3t) = f (B, t). On obtient

1 1 1
dXt = exp (Bt — 2t> dBt — iXtdt + §Xtdt
= XdB;.
3. Soit Xy =tB}. On a

t t 1 t
X, = / B3ds + / 3sB%dBs + - / 65Bsds
0 0 2 Jo

t t t
= /Bg”d5+3/ ngstJrS/ sByds.
0 0 0

Remarquons qu’il revient au méme de chercher d’abord la décomposition d’Ité de Y; = B} :

t t
Y, = / 3B2dB; + / 3Bdt.
0 0

En posant X; = tY; et en appliquant de nouveau la formule d’'Itd, on retrouve alors le
méme résultat.
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Extension au cas multivarié. On considére un mouvement brownien B sur R? (les processus
coordonnées sont indépendants et sont tous des browniens réels)

B= (B<1>,...,B<d>) .
Un processus d’It6 X a valeurs dans R” est de la forme
dxV = uMdt + 1 o' aBY
dx™ = u{Mat + z o™

Les processus u® et v(»7) satisfont les conditions d’intégrabilité
Lt bty N2
/ (u®|ds, / (169 ds < oo,
0 0

dXt = Utdt + ’UtdBt.
La formule d’Ité s’écrit pour Y; = f (X, t)

On note plus simplement

of i 92f o
dY; = = (Xt dt+z Xt, t)dx + = Za T (X, t)d < XD X0 >,

7.7_

avec

d
d< X(i),X(j) >p= vy’k)vfj’k)dt = (vtvg)ij dt.
k=1

Remarque. On retrouve la formule d’intégrations par parties a 'aide de cette formule en

posant
R L0 W
) W o)

5.5 Introduction aux équations différentielles stochastiques

5.5.1 Existence et unicité des solutions (coeflicients Lipschitz)
On considére ’équation différentielle stochastique (EDS) suivante

dX; =0b (t, Xt) dt+o (t, Xt) dB;,
XQ = X.

Le théoréme suivant assure sous certaines conditions l'existence et 'unicité d’un processus
solution de I’EDS. De tels processus sont aussi appelés processus de diffusion. Dans la suite, on
notera toujours par | - | une norme arbitraire sur R™ (par exemple la norme euclidienne) pour
une valeur de n quelconque.

Théoréme 16 Soit T' > 0. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que

L |o(t,z)|+ |b(t,z)] < C(1+]z]), Vtel0,T],zeR",

2. lo(t,x) —o(t,y)| + |b(t,x) = b(t,y)| < Clz —y|, =zyeR" tel0,T]
Alors il eziste une solution X = (X¢),ejo 1) appartenant a M ([0,T]) et une seule & indistingua-
bilité pres (i.e si X et Y sont deuz solutions, alors P(Xy =Y, :t € [0,T]) =1).
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Preuve. Nous considérerons uniquement le cas n = 1 (le cas n > 1 complique juste un peu les
notations mais la preuve est identique). Sur Ms ([0,7]), on définit une nouvelle norme :

T
X3 =E (/ exp (—At) IXt|2dt> .
0

Le réel positif A sera précisé par la suite. On va appliquer le théoréme du point fixe dans ’espace
vectoriel normé complet (Ma, || - ||»). La norme introduite est en fait équivalente & la norme
usuelle sur My (car exp (—At) € [exp(—AT),1]). On définit l'application ¥ : My — My par

t t
\D(X)t:$+/ b(s,Xs)ds+/ o(s,Xs)dBs, te[0,T].
0 0

On peut voir que X est solution de 'EDS si et seulement si ¥(X); = Xy, t € [0,7]. On va
montrer que ¥ est bien & valeurs dans Mg et qu’elle est contractante.

— Soit X € My et Uy(X); = fo s)ds, t € [0,T]. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a

t
Ty (X)? gt/ b(s, X,)?ds.
0

En utilisant la condition de non-explosion, on en déduit que

E </OT xlzl(X)fdt> E <t /OT /Ot b(s, Xs)zdsdt>
T°E (/OT b(57X5)2>

T
< T’E (/ (1+ Xs|)2ds> < 4o00.
0

Ceci montre que ¥1(X) € M. De plus, si X, Y € My,

T t 2
[02(X) — (V) = E( [ e x| [0 x0 -t v as] dt)

TE </0T exp(—A\t) /Ot |b(s, Xs) — b(s, Ys)y?dsdt>
TC?E </0T exp(—\t) /t | X — Ysy?dsdt>

T
< TC? <—eXp(AAT)/ I1Xs — Y|ds+/ eXp(A Dix, - Yﬁdt)

IN

IN

IN

IN

TC?
< THX Y||/\

L’avant derniére inégalité est en fait une égalité et se prouve en utilisant une intégration
par parties.

~ Si X € My, on pose Uq(X); = fo s)dBs, t € [0,T]. D’aprés la propriété d’isométrie
d’'Ttd et ’hypothése de non- explosmn on a

E <| /Ota(s,Xs)st\2> _E </Ota(5,xs)2ds> < CE </Ot (1+ |Xs|)2ds> < 4o0.

En intégrant l'espérance ci-dessus pour ¢ variant de 0 & 7', on montre que Wq(X) € M.
De plus si X,Y € Mo,

T t 2
|02(X) — Ta(V)[x = E( /0 exp (M) [ /0 <a<s,Xs>—a<s,Ys>>st] dt>

/OT exp(—At)E (/Ot (s, Xs) — U(S,YS)\st) it
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En procédant comme pour Wy, on obtient

C2
12(X) = Ta(Y)x < -l1X - Y13

Comme ¥ = ¥y + Uy, on déduit des calculs précédents que ¥(X) € My si X € M et

2 2
L T e L

Si A est suffisamment grand, on a TTCQ + CTQ < 1 et Papplication ¥ est contractante. D’aprés le
théoréme du point fixe dans un e.v.n complet, il existe un et un seul X € My tel que U(X) = X.
Il reste & prouver que deux solutions X et Y sont indistinguables. On sait que || X — Y|y =0 et
donc par équivalence des normes, || X —Y||p, =0. On a

sup |X; — Yy
0<t<T
t t
< sup ’ (b(87 XS) - b(87 YS)) dS’ + sup | (0(37 XS) - 0(37 }/S)) dBS|
0<t<T JO 0<t<T JO
= A+ B.

Comme

T
A< \/Tc\// | X, — Yi|2ds,
0

1 C
P(A> o) < 2B(4) < LEIx Yy, o

on trouve pour tout € > 0,

De méme, en utilisant I'inégalité maximale de Doob

T 2
P(B*>¢) < %E (\/ (o(s, Xs) — a(s,YS))sty?) < %HX Y3, =0.
0

On en déduit facilement que supg<;<r [ Xt — Yi| = 0 p.s, ce qui montre I'indistinguabilité.[]

Remarques

1. L’hypothese 1. du théoréme précédent est une condition de non explosion. On peut en fait
remplacer (le vérifier) cette hypothése par

sup |b(t,0)] + Sup lo(t,0)] < +o0.
0<t<T 0<t<
2. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si X € Mo, alors le processus (f(f o(s, XS)dBS>

est une martingale (car on intégre un processus de My par rapport au brownien).
3. L’utilisation de la méthode du point fixe permet de construire une suite d’approximations

(0)

successives de la solution X. On peut par exemple poser X,

n €N,
t t
0 0

Alors, lim, 1 o0 || X™ — X537, = 0. En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés a
la fin de la preuve précédente, on peut aussi montrer que

= 0 pour ¢ € [0,T] puis si

Ve>0, lim P < sup [X™ - X,| > e> = 0.

7
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4. Avec un peu plus d’effort, il est possible de montrer que la solution X du théoréme préce-
dent est unique tout court (sans se restreindre a 'unicité dans My).

5. La solution X du théoréme précédent est appelée une solution forte, au sens oul elle est
adaptée par rapport a la filtration du mouvement brownien B donné au départ. Certaines
EDS admettent des solutions dites faibles : il existe un couple (X, B) telle que 'EDS corres-
pondante soit vérifiée (le brownien B n’est pas donné a l’avance ici). Nous n’envisagerons
pas ce dernier cas de figure dans ce cours.

6. Si Z est une variable aléatoire de carré intégrable et indépendante de la tribu o (Bs : s > 0),
on peut prouver 'existence et 'unicité d’une solution de 'EDS

{ dX, =0b(s,X,)ds + o (s, X,) dB; (5.1)

Yo=Z
La preuve est identique & celle du théoréme précédent en changeant la tribu F; par
Ff =0(Z,Bs:5>0).
Voici une des propriétés fondamentales des solutions des EDS.

Proposition 34 Sous les hypothéses du théoréme précédent, 'unique solution de ’EDS

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
X() =T

est un processus de Markov, homogéne lorsque les coefficients b et o ne dépendent pas de t.

Preuve. On rappelle que (F;), désigne la filtration naturelle du mouvement brownien B. Tout
d’abord, on peut remarquer que si Y € My ([0,7]) et s,t € R, sont tels que s + ¢ < T alors

t+s

S ~
Y,dB, = / Yy sdBu, (5.2)
t 0

ol éu = Bty — By définit un autre mouvement brownien indépendant de la tribu F; (le vérifier
pour les processus élémentaires). Soit ¢ € [0,7] fixé. Nous allons utiliser 'EDS suivante sur
I'intervalle [0,T" —¢] :

{ dYs =b(t+5,Y,)ds + o (t +5,Ys) dBs

Yo— 7 (5.3)

ol Z est une variable aléatoire de carré intégrable, indépendante de B. 1l est alors possible de
monter 'existence d’une fonction F' mesurable par rapport & la tribu produit et telle que

Yi(w) = F (s,t, Z(w),w), p-s.

Soit <X§’t>0< o la solution de 'EDS 1’ lorsque la condition initiale Z = x est déterministe.
<s<T'—t

On a alors (p.s)
X5 w) = F (s,t,7,w) .

On peut remarquer que F (s, t, x,) est une variable aléatoire indépendante de F; (car mesurable

par rapport a la tribu o (és 18> 0) qui est indépendante de F). Posons Y = Xf_ﬁ,. En utilisant
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1} on peut montrer que Y vérifie ’équation QD mais avec la condition initiale Yy = X 0,
Par unicité de la solution, on a p.s

Ys(w)=F (s,t,Xf’O(w),w> :
Soit h : R™ — R est une fonction mesurable bornée. Alors d’aprés les propriétés des espérances

conditionnelles, on a
E(n(X50) 17) = 6us (X57°).

ol ¢t R? — R est la fonction définie par

¢s7t(y) =E (h oF (87t7y7 )) :

Ceci montre la propriété de Markov. Lorsque b et o ne dépendent pas de t (cas homogene), on

voit que ¢ ; ne dépend pas de t et donc que le processus de Markov (Xf’o) est homogéne.[]
S

5.6 Exemples

5.6.1 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Ce processus vérifie 'EDS dX; = —6 (X; — p) dt + 0dB;. Au niveau des paramétres, j repré-
sente un état d’équilibre, o > 0 un degré de volatilité et § > 0 un coeflicient de vitesse de retour
a la moyenne. Cette EDS vérifie les hypothéses du théoréme En fait, on connait 'expression
de la solution. Si Y; = Xy exp (0t) pour ¢ > 0, une application de la formule d’It6 donne

dY; = Opexp (0t) dt + o exp (0t) dB;.

On en déduit ’expression

t
Xt = Xoexp (—0t) + 1 (1 —exp (—0t)) + o exp (—6t) / exp (0s) dBs.
0

Si Xy = x, on voit que X est un processus gaussien et
t
X, ~ N ((x — ) exp (—0t) + p, 02 exp (—26t) / exp (20s) ds) )
0

On peut voir que la loi de X; converge vers la loi gaussienne N’ (u, 02) lorsque t — +oc.

En physique, une version tridimensionnelle de ce processus permet ’étude de la trajectoire
d’une particule dans un milieu avec friction. Plus précisément la vitesse V; de la particule au
temps t vérifie 'EDS

dVy = =0V, + dB;.

La force F; = —0V; est la force du frottement du fluide (6 € R) et I'accroissement du brownien
dB; s’interpréte comme la résultante des chocs aléatoires des molécules de fluide environnantes.
L’équation précédente est obtenue en appliquant le principe fondamental de la dynamique. La
solution est unique et est donnée par

t
Vi = Vo exp (—6t) —l—/ exp (—0(t — s)) dBs.
0
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5.6.2 Le mouvement brownien géométrique

o2

En utilisant la formule d’Ité, on voit que le processus X; = x exp (UBt + (,u — 7) t) vérifie
I’EDS
ClXt = ILLXtdBt + O'XtdBt.

En finance, ce processus définit le modéle de Black-Scholes. Il correspond au processus présenté
en 5.2.1 lorsque a; = p pour tout ¢ (taux d’intérét constant). On peut remarquer que

2

In (X)) = ln(z) + <u - ”2> t+ 0B,

ce qui permet d’estimer les paramétres p et o2 en utilisant le maximum de vraisemblance (voir
Chapitre 2).

5.6.3 Un modéle pour étudier la suspension d’un véhicule

.
EEX
A

- "
F, ’kljc-d contréle

FIGURE 5.1: Suspension d’un véhicule (source : ref [1])

On considére un systéme de suspension d’un véhicule automobile (voir figure . Cet
exemple est étudié dans [I]. L’objectif est de maximiser le confort de 1'utilisateur en faisant en
sorte que 'accélération a” soit petite. En appliquant le principe fondamental de la dynamique,
on a I’équation

2 1 i
ma; = MmI; +me;

= —utac; — kixy — Fy X sign (x;) ,

ol
— F est une force de frottement,
— k est un coefficient de raideur de ’amortisseur,
— u est lié au diameétre du trou qui laisse passer I'huile. Cette fonction peut étre commandée
en fonction des fonctions x et 2’ (position/vitese) qui sont mesurées.
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La composante e dont les variations sont dues au profil de la route est modélisée a 'aide d’un
mouvement brownien B : e, = oB;. Les équivalents stochastiques des fonctions z, 2’ sont
respectivement les processus Y et Z. On a alors ’EDS bi-dimensionnelle

dY, = Zydt
dZ; = —Lu(Vy, Zy) Yedt — 2V, dt — Lrsign(Z,)dt + odB.

La deuxiéme équation peut s’écrire sous la forme
dZ; = bo(Ys, Zy)dt + odBy.

A une loi de commande u, on associe la fonction cott

N
J(u)—TETmT/O b5(Yy, Zy)dt.

L’objectif est alors de trouver la commande u qui minimise J (probléme directement lié au
confort du conducteur).

5.7 Le théoréme de Girsanov et le calcul de la vraisemblance
d’une diffusion

Pour simplifier, on ne considére dans ce paragraphe que des processus d’It6 a valeurs réelles.
Tout ce qui sera évoqué dans cette section se généralise a des processus a valeurs dans R?. Le
théoréme de Girsanov est un outil central pour calculer la vraisemblance des modéles de diffusion.
Il permet via un changement de probabilité, d’utiliser la loi du mouvement brownien (la mesure
de Wiener) pour établir une expression de la vraisemblance d’une diffusion X. Rappelons qu’en
général, la loi d'un n—uplet (X, ..., X, ) est inconnue car la transition du processus de Markov
associé n’est pas disponible. On utilisera plutét l’absolue continuité de la loi de la variable
aléatoire (Xy)y< < par rapport & une mesure dominante bien choisie.

5.7.1 Martingale exponentielle

On va considérer des mesures de probabilité @ sur (2, Fr) définie par

T 1 (T
Q4) = / exp (/ bsdB, — / b§d5> dP, Ae Fr,
A 0 2 Jo

ou b est un processus mesurable adapté tel que fOT b2ds < +00 p.s. Posons

T 1 t
g(b)t = exp </ bsdBs — 2/ bgd8> , 1<t<T.
0 0

Pour que @ ait bien un sens, il faut que E (£(b)r) = 1. On peut remarquer que si (€(b))y<i<r
est une martingale alors cette égalité a bien lieu car dans ce cas

E(€(b)e) =E(£(b)o) =E(1) =1.
En écrivant £(b); = exp (X;) et en appliquant la formule d’It6, on obtient
dE(b); = E(b)ebydBy.
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On a donc 1’égalité

E(b) =1+ / té’(b)sbsst, (5.4)
0

ce qui ne permet pas d’affirmer que ce processus vérifie la propriété de martingale. Pour montrer
la propriété de martingale, il faudrait en fait prouver que

t
E (/ 5(b)§b§ds> < 400,
0

ce qui n’est pas aisé et de plus non optimal. Nous admettrons que si (Y;); est un processus défini
a l’aide d’une intégrale stochastique, alors il existe une suite croissante de temps d’arrét (T,),
de limite +oo et tels que (Yia7,), est une martingale (en fait ce type de temps d’arrét permet
d’approcher une intégrale stochastique par une intégrale stochastique de processus dans Ms).
En appliquant cette propriété au processus Y; = fg E(b)sbsdBs avec 'égalité , on obtient
alors pour tout n et s < t,
E (E(b)int, | Fs) = E(b)saT, -

En utilisant la continuité des trajectoires du processus £(b) et le lemme de Fatou conditionnel,

on obtient
E)s = lim E(E(b)ia,|Fs) = E(E(b)¢]Fs) -

n—-4o00

Ainsi, le processus (£(b))y<;<p est une sur-martingale. On peut alors montrer que c’est une
martingale si et seulement si E (£(b)7) = 1 (voir exercice ). Finalement, nous avons la proposition
suivante.

Proposition 35 Le processus (€(b)t)g<,< €St une martingale si et seulement si E (€(b)r) = 1.
Dans ce cas, on a pourt € [0,T] et A € Fy,

Q) = [ E@nar.

Preuve. IL’équivalence a été prouvée avant 1’énoncé de la proposition. Montrons la consé-
quence. Si 0 <t < T et A€ F, C Fr alors en utilisant la propriété de martingale

Q(A) = /A E(b)dP = /A E (£(b)r| ) dP = /A £(b)dP.0]

Remarque. Montrer la condition E (£(b)7) = 1 n’est pas aisée. Il existe des critéres permet-
tant de 'obtenir. La condition de Novikov

1 (T
E (exp (/ bzds>> < 400
2 Jo
est une condition suffisante pour avoir E (£(b)r) = 1. Nous admettrons également que sous les

hypotheses du théoreme [I6, 'EDS

dX, = b(t, X,)dt + dB,,
X() =

est telle que

E(£(b)r) = E (exp </OT b(s, X)dBs — ;/OTb(s,XS)st>> _1

On pourra consulter la référence 2], Chapitre 6 et en particulier I'exemple 3(b) pour une preuve
de ce résultat.
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5.7.2 Le théoréme de Girsanov

Voici maintenant le théoréme fondamental permettant de calculer la vraisemblance d’'une
diffusion.

Théoréme 17 On reprend les notations de la sous-section précédente (en particulier celle de la
probabilité Q). On suppose que (E(D)¢)g<i<p est une martingale. Alors le processus

. t
Bt = Bt — / bSdS, te [O,T]
0

est un (Q, F, (Ft), , Q) mouvement brownien.

On voit donc que sous les hypothéses du Théoréme [17] un brownien "drifté" redevient un brow-
nien si on change la probabilité P par une autre probabilité Q qui est & densité par rapport a
P.

Preuve. Nous n’allons faire la preuve que dans le cas ol b est un processus déterministe. Dans
ce cas les intégrales stochastiques ont des lois gaussiennes et la démonstration est trés simple.
Pour une preuve générale, nous référons a [2], section 6.3. Pour prouver le théoréme, il suffit de
montrer que A € R et s < ¢,

~ ~ 22
Eg (exp ()\ (Bt - Bs)) |fs> = exp (2(t — s)> , (5.5)
ou Eq désigne I'espérance sous la probabilité Q. Si A € F;, on a

Eg (]1A exp ()\ (Bi - ES)))

— Ep <1A5(b)t exp (A <§t - §3)>)

= Ep <]1A€(b)sexp (/:(bu + /\)dBu>> X exp (—; /St bZdu) X exp (—A/: budu>
= Ep(14£(b)s)Ep (exp (/:(bu + )\)dBu>) X exp (—; /St bgdu) X exp <—)\ /: budu)
= Q(A) x exp (; /:(bu + )\)zdu> X exp (—; /; bidu> X exp (—/\/: budu>

= Q(A)exp <;>\2(t - 8)) :

Noter que nous avons utilisé 'indépendance de fst(bu—i—)\)dBu et de Fs. D’apres la caractérisation
de I'espérance conditionnelle, (5.5 est prouvée.[]
5.7.3 Application au calcul de la vraisemblance d’une diffusion

1. On considére dans un premier temps le modele diffusion suivant

dXt = bg(t, Xt)dt + dBt,
XU =X

oil 6 est un paramétre a valeurs dans un ensemble © C R*. On suppose qu’une trajectoire
de X0 = (Xs)g<s<7 €st observée. Evidemment en pratique, c¢’est impossible. C’est pour
cela que l'estimateur de vraisemblance que nous allons définir est purement théorique. Il
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correspond & un cadre idéal o toute I'information antérieure a l'instant T est disponible.
En pratique, des méthodes de discrétisation sont nécessaires. Posons

T 1 T
My = exp <_/ bo(s, Xs)dBs — 2/ bg(sts)d‘S) )
0

0

et dQ = MypdP sur la tribu Fp. Sous les hypothéses du Théoréme [I6] le processus

(Wt =B+ fot by (s, Xs)ds) st est un mouvement brownien (sous la probabilité Q) et
<t<

X;=2+W, 0<t<T.

On a pour un borélien A de C ([0,7T],R),

IP’(X(T)GA> - /X(T)GAdIP’

:/ M;'dQ
XMeA
T 1 T
= / exp(/ bg(s,Xs)st-i-/ bg(s,Xs)ds>dQ
XM eA 0 2 Jo

T 1 T
= / exp (/ bo(s, Xs)dX, — / bg(s,Xs)ds> dQ.
X(Mea 0 2 Jo

Sous Q, Xy = x4+ W} est un mouvement brownien issu de z. Notons p la loi de (X;)o<s<r
sous Q (ou la loi de (Bs+ x)o<s<7 sous PP, ce qui revient au méme). p est donc une mesure
sur C ([0, T],R) et elle ne dépend pas du parametre 6. On voit alors que

P (X7 )= /A exp ( /0 (s, )dye() — & /0 ' bz<s,ys<a>>ds) dp(a).

Une mesure dominante pour le modéle est donc p et nous définissons la vraisemblance L
par
1

T T
InL (X<T>,e) :/ bo(s, Xs)dXs — 2/ B2(s, X,)ds.
0 0
L’EMYV est donc la maximiseur de cette fonction sur 6 € ©.
. On considére maintenant le modéle,

ClXt = bg(t, Xt)dt + Ug(t, Xt)dBt,
XU =X

Lorsque X (7) est observée, il n'y a en fait pas lieu de paramétriser le coefficient de diffusion
o. En effet on peut montrer que pour tout ¢ € [0, 7], on a la limite suivante en probabilité
(en considérant une suite de subdivisions de [0, ] dont le pas tend vers 0) :

t pn—1 2
2 _ .
/0 og(s, Xs)"ds = lim > <Xt§r+n1 - thro) : (5.6)

=0

On parle de la variation quadratique du processus X (comme pour le mouvement brow-
nien). La connaissance de ces intégrales permet alors de trouver le paramétre 6 (ou du
moins les coordonnées de 6 qui paramétrisent o). Nous ne prouverons pas mais no-
tons que X; = A;+Y; ou Ay = x+fg by (s, Xs)ds est un processus dont les trajectoires sont
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a variations finies (voir Chapitre 2). La partie intégrale stochastique Y; = fot og(s, Xs)dBs
est alors la seule qui contribue & cette variation quadratique et on a

2
N

t Pnl i1
/JQ(S,XS)st: lim /+ o0(s, X5)dBs
0 n——+oo s tgn)

En utilisant la propriété d’isométrie, on peut remarquer 1’égalité des moyennes :

()

t pn—1 i 2
E </ O'@(S,XS)QdS> =E Z (/(njl O'@(S,Xs)st>
0 !

1=0

Au vu de ce qui préceéde, nous supprimons la dépendance en 6 du coefficient de diffusion
0. Nous allons alors montrer que Px,, a une densité par rapport & la loi p de la diffusion

dY; = o(t,Y;)dB;, 0<t<T
Yo==z

Définissons

t
5 b0(87Xs>
B, =B ———d te|0,T
=B [ Sy )

de sorte que
dXt = O'(t, Xt)dBt

En posant dQ = MpdP sur Fr avec

T T 1.2
bo(s, X;) 1/ b2 (s, X
My = B UL VP ) JR ALV P I
T eXp( /0 (s, X) 2 )y o2(s, X5

Sous réserve d’intégrabilité du quotient %9, on voit que sous la probabilité Q, B est un
mouvement brownien et que X suit la loi g (méme loi que Y sous P). Si A est borélien de
C ([0, T],R),

(1) _ 1
P (X e A) /{ e Mz'dQ

- Aexp(/{)j%d)(s—;/ot;%%’xsds dQ
= Je ([ e = | ey ) e

La log-vraisemblance est alors donnée par

T bo(s, Xs) 1 [t b2(s, Xs)
L (x@ p :/ MdXs—/ 20\%2s) g
. ( ’ ) o 02(s,Xs) 2 Jo 0%(s, Xs) °

Nous n’avons pas justifi¢ la validité du changement de probabilité (i.e E(Mr) = 1). Sa va-
lidité est en fait assurée lorsque les hypothéses du théoréme sont satisfaites et lorsque

§ =infs yo(s,z) > 0.
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5.7.4 L’EMYV en pratique

Nous n’étudierons pas dans ce cours les propriétés asymptotiques de 'EMV. On pourra se
reporter a la référence [4] pour un étude détaillée de ces problémes. Sous certaines hypothéses
de régularité, Op = arg maxg L (X (1), 9) a de bonnes propriétés asymptotiques. Toutefois, 1’ob-
servation de toute une trajectoire entre 0 et 1" n’est pas réaliste en pratique. Si on observe
uniquement les variables Xy, , Xy,,..., Xy, , il n’est pas possible en général de déterminer la loi
du n—échantillon car la transition P (X, ,|Xy,) est inconnue (ce sont ces transitions qui per-
mettent de reconstruire la loi jointe en utilisant la propriété de Markov). De plus, dans le cas
d’observations discrétisées, il n’est plus possible de connaitre exactement le coeflicient de dif-
fusion et I'estimation de ses paramétres redevient alors d’actualité. On essaie alors de montrer
que certaines versions discrétisées et/ou approchées de 'EMV conservent les mémes propriétés
asymptotiques. Mentionnons deux approches.

— La premiére idée consiste & discrétiser la vraisemblance. Ainsi, au lieu de maximiser la

vraisemblance de la sous-section précédente, on maximisera

(n) 2 [ 1(n)
- s (ti_l7 thz)l ’ 0) 1 bg (ti_l7 th;z ’ 6) (n) (n)
> (%) (- 2)

5 2
i=2 | o <t§”)1,Xt§i)1) o) (tgn)pXtEg)l)

— Une deuxiéme méthode consiste a utiliser une discrétisation du modele (approximation par
le schéma d’Euler). On suppose alors que les variables aléatoires X;,, X3,, . .., Xy, satisfont
I’équation

Xt7j+1 - Xti = b@(tletl)(tZ-l—l - tl) + ae(tZ7Xt7) (BtH_l - Bt1) .

Ce modele approchée est alors une chaine de Markov (non homogeéne) dont la transition
est une distribution gaussienne :
Di (xti+1 ‘xt7)
1 Lt — Lty — b9(tiv Xti)(ti+1 - ti)
P 202 (t;, X0 ) (tirt — 1) '
\/Qﬂ-gg(ti’)(ti)(tiﬂ —t;) oy (ti, Xe,)(tivr — i
On obtient alors facilement la densité jointe en utilisant la formule des conditionnements

successifs. Bien sir on n’obtiendra pas la vraisemblance associée au vrai modéle mais
seulement une "pseudo-vraisemblance".
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5.8 Exercices

EXERCICE 15

1. Si B est un mouvement Brownien, montrer que le processus X défini par X; = B} — 3tB;
est une martingale par rapport a o(Bs/s < t).

2. Si N est un processus de Poisson de paramétre A, montrer que le processus Y défini par
Y; = (Ny — At)? — At est une martingale par rapport & o(Ng/s < t).
3. Tout processus d’espérance constante est-il une martingale 7

EXERCICE 16 Montrer qu’une sur-martingale (X,) << est une martingale si et seulement si
E (X7) =E (Xo).

EXERCICE 17 [intégrale de Stratonovich]
Si B est un mouvement Brownien, déterminer

w )
: _ n) _ G Tl
T R
J

dans L% ot (tén)) ; est une suite de subdivisions de [0, 7] dont le pas tend vers 0. Comparer avec
'intégrale stochastique fOT B.dBs;.

EXERCICE 18 (extrait de I’examen de 2008)
Etant donné un mouvement Brownien (B;);>0, on définit le processus (X;)¢>o par :

NG
X; = / V/2sdB;.
0

1. Montrer que ce processus est gaussien. Calculer sa moyenne et sa variance.
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2. Montrer que X est un mouvement Brownien.

EXERCICE 19 Soit X l'intégrale d’It6 définie dX; = VidBy, 0 <t < T avec E (fOT Vfds) < 0.
Montrer que le processus M défini par

t
Mt:XE—/ Vs |2ds, t €[0,T),
0

est une martingale.

EXERCICE 20 Soit f une fonction de carré intégrable sur [0, 7. Montrer que le processus défini

pour ¢ € [0,T] par
t t
M, = exp ( [ sz | f2<s>ds>,

est une martingale. On s’inspirera du cas f = 1.

EXERCICE 21 En utilisant la formule de It6, montrer que les processus suivants sont des mar-
tingales (B est un mouvement Brownien réel) :

1. Xy = e%tcos(Bt).
2. Xy = e%tsin(Bt).
3. Xy = (B, +t)e Bat,

EXERCICE 22 (extrait de I’examen de 2006) Montrer que le processus X défini par

X, = exp < /0 ta(s)ds) [x—i— /0 b(s) expl(— /0 ta(u)du)st]

est solution de I’équation différentielle stochastique :

avec la condition initiale Xg = z.

EXERCICE 23 Soit B un mouvement Brownien sur [0, 1] et 6 une fonction C* sur [0, 1], & valeurs
réelles. Si n est le processus défini par

me=DB,+0(t), telo1].

Trouver la densité de u, par rapport a pp.

EXERCICE 24 Soit B un mouvement brownien et W le processus défini par
Wy =B+ ut, telR,,

ot 4 est un nombre réel. En appliquant le théoréme de Girsanov et en utilisant ’exercice 3,
trouver la loi de sup¢(o,1] Wi

EXERCICE 25 On considére ’équation différentielle stochastique

dXt = f (t, Xt) dt + C(t)XtdBt
X() =T

ou f:RXxR—Retc:R— R sont deux fonctions continues.
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1. On pose F} = exp (— fot c(s)dBs + % f(f c2(s)ds>. On suppose que X est une solution de
I’EDS ci-dessus et on pose Y; = F;X;. En utilisant la formule d’It6, montrer qu’'une tra-
jectoire t — Y;(w) vérifient 'équation différentielle déterministe

dYy(w)

o =R (LR (@Yiw); Yo=u

2. Utiliser la question précédente pour résoudre I’équation différentielle stochastique
dX; = X;ydt + OéXtdBt; Xo=x >0,
oll & et v sont des nombres réels donnés.

EXERCICE 26 Soit B un mouvement brownien réel. On considére le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck solution de I’équation différentielle stochastique

dXt = HXtdt + dBt, XQ =0.

1. On suppose que (Xs)o<s<7 est observée pour un réel 7' > 0 donné. Donner une expression
du maximum de vraisemblance du paramétre 6.

2. Démontrer que X; = fg exp (0(t — s)) dBs et calculer la covariance Cov (Xy, Xs) pour
tout s,t > 0.

3. On suppose que seules les coordonnées Xy, ,...,X;, sont observés, avec 0 < t; < t2 <
... < ty. Comment peut-on calculer la vraisemblance associée & ces observations ?

EXERCICE 27 (EDS du pont Brownien)
Soit B un mouvement Brownien. Montrer que le processus X défini par

t
1
Xt:(l—t)/ ——dB,, 1>T>1>0,
0 — S

satisfait I’équation différentielle stochastique
dXy = —tdt + dB,
Xo=0
Montrer aussi que X a la méme loi que le processus (B — tBl)O§t<1'
ExERrRcICE 28 Montrer que le processus défini pour ¢ > 0 par

eXp{(TK— %ﬁ2)t+5Bt}
z—1 —|—rfgexp{(rK - %,6’2) s—|—,6’Bs}ds’

X, =

avec > 0 est solution de I’équation différentielle stochastique

dXt = ’]"Xt (K - Xt) dt + BXtde XO = Z.
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